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Über die Reduction von Integralen transcendenter 

Functionen. 

Yon Leo Koenigsberger. 



Bekanntlich hat Abel in dem zweiten Kapitel seines unvollendet gebliebenen 
" precis d'une theorie des fonctions elliptiques" Untersuchungen über die Form 
angestellt, welche das Integral eines algebraischen Differentials annehmen 
muss, wenn man dasselbe durch algebraische, logarithmische und elliptische 
Transcendenten ausdrückbar voraussetzt, und eine Reihe von Sätzen über die 
nothwendige rationale Ausführbarkeit solcher Transformationen aufgestellt, 
welche seitdem Fundamentalsätze der Integralrechnung geworden sind und 
später Liouville, Tchebichef, Weierstrass, Clebsch u. A. die Möglichkeit boten, 
auf Grund dieser festen Formen die nothwendigen und hinreichenden Beding- 
ungen für die wirkliche Reduction höherer Integralgattungen auf niedere 
aufzustellen. Eine Reihe von Untersuchungen aus dem Gebiete der algebraischen 
Differentialgleichungen haben es jetzt ermöglicht, diese Untersuchungen von der 
speciellen Klasse der Integrale algebraischer Functionen oder der Abel'schen 
Integrale auf Integrale beliebiger Transcendenten auszudehnen, und ich erlaube 
mir im Folgenden, nachdem ich bereits in früheren Arbeiten Andeutungen über 
die Möglichkeit der Ausdehnung gegeben, diese Probleme, welche zugleich 
Ergänzungen zu denjenigen Kapiteln der Integralrechnung liefern sollen, welche 
von den ausführbaren Integralen handeln, an dieser Stelle mit Entwicklung der 
nothwendigen Sätze aus der Theorie der algebraischen Differentialgleichungen 
weiter zu verfolgen. 

Sei y (m) =f{x,y,y',-...y (m - 1) ), (1) 

worin /eine algebraische Function bedeutet, oder in anderer Form, 

y<»>" + J\ (x, y , j/ y<— ») y (mf ~ l + -...+ F n (x, y, y>, ... . y<— *) = (2) 
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eine algebraische Differentialgleichung m teT Ordnung, und y x ein Integral derselben, 
so soll die Quadratur Cd C\\ 

eine algebraisch ausfuhrbare genannt werden, wenn 

Zl = F(x,y„y{,.... y<?\ y„ yi yT\ y„ yi yf\ • . • •) (4) 

ist, worin F eine algebraische Function der eingeschlossenen Grössen, y x , y% , y s , . . . . 
Integrale der Differentialgleichung (1) bedeuten, oder wenn z x eine Lösung der 
Gleichung 

& +/i {x, yi, y{ yT\ y*, yi, ■ • • • yT\ • • • •) ^ _1 + • • • • 

+A (x, y x , y{ yf\ y % , yi yt\ ....) = ( 5 ) 

»sif, *'% welcher f x , f 2 , . . . . f^ rationale Functionen der in den Klammern enthaltenen 
Grössen darstellen, und die Gleichung (5) offenbar als eine mit Adjungirung von 
#) y\i y%i y%i • • • • wn d deren Ableitungen algebraisch irreductible angenommen 
werden darf. 

Ist y x eine algebraische Function von x, so soll sie als die Lösung einer 
algebraischen Differentialgleichung O teT Ordnung aufgefasst werden. 

Zur Auffindung des Grades p der Gleichung (5) werde zunächst bemerkt, 
dass die Differentiation von (2) 

(ny^" 1 + (n - 1) ■%<»>"-' +.... + F n _ x )y^+^ 

^ V \ dx + dy y ^ • • • • t" ajr -i) y ^ 1- 

+ v dx + a y y + ' • • • + ay- 1 ' y ) ° 

also yto+v als rationale Function von x, y, y 1 , . . . . y (m) liefert, und dass somit 
nach Gleichung (5) durch Differentiation 

O*»-' + di- i)/ lZ - s + . . . . +/.-i)<i 

oder 



^Ax,y^y[,..y\ m \y,,yL,..y^\..)z-- 1 +..+^{x,y 1 ,y[,..y ( r\lh,yL.-y^ ) ),-' 



(6) 
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folgt. Setzt man für z das durch (3) definirte Integral z 1 der Differentialgleichung 
(5), so kann man die in % rationale Function 



, _ ftsr * + fear' + •••• + & 

1 ~ K _1 + 0* - 1) M~ % + • • • • +/,-i ' 



(7) 



wenn z 2 , z s , . . . . z^ die übrigen (i — 1 Lösungen der Gleichung (5) bedeuten, 
durch Multiplication des Bruches mit dem Werthe des Nenners für diese anderen 
Lösungen in die Form bringen 



(fr2r 1 +fr*r , + • • • • +4vXk -1 + Qi-i)M-*+ .... +/m-i). • • • 



21 - (^- 1 +({i-i)M-*+. ■ ■ .+/,-i)(k- 1 +(^-i)M- 2 +. • • .+/,-i). 

(f<- 1 +0*-i)/i2T'+ • • • • +/.-0 



(8) 



da nun der Nenner N eine ganze symmetrische Function von %, z 2 , z^ ist, sich 

also rational und ganz durch die Goefficienten der Gleichung (5) ausdrücken lässt, 
ferner im Zähler das Product der n — 1 letzten Factoren eine ganze symmet- 
rische Function von z 2 , z 3 , . . . . z^ also der Lösungen der aus (5) durch Division 
mit z — z x erhaltenen Gleichung 

^- 1 +(/i+%)^- 2 +(/ 2 +/ 1 % + ^)^- 3 +....-r-(/ M _ 1 +/ (l _ Ä +....+ 2 r 1 )=0 

und sich somit ebenfalls wieder als ganze Function von z ± , f lt f 2 , . . ■ . f ß dar- 
stellen lässt, so wird der gesammte Zähler die Form haben 

Z-L zl + L 1 z r r 1 + + L r , 

worin L , L lt . . . L r rationale Functionen von x, y lt y z , . . . und deren Ableit- 
ungen sind oder auch, da vermöge der Gleichung (5) die höheren Potenzen von 
% als die p — l te in gleichartiger Weise linear durch die niederen Potenzen 
ausgedrückt werden können, 

Z= M.zr 1 + Mtf-* + + M ß _, 

und somit, da der Nenner JVdes Bruches (7) den Charakter der Grössen M hatte, 

z[ = Pozr 1 + Pi*r* + ..-.+ P.-x, (9) 

worin P , P x , . . . . P ß ^ 1 rationale Functionen von x, y lt y % , . . . . und deren 
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Ableitungen bis zur <m ten Ordnung hin bedeuten. Da aber vermöge der Gleichung 
(3) z[ = y 1 sein soll, also aus (8) 

ivr 1 + P&-* +.... + P.-i = yx (io) 

folgt, so muss, weil die Gleichung (5) als eine mit Adjungirung von x, y x , y % . . . . 
und deren Ableitungen bis zur m ten Ordnung hin algebraisch irreductible voraus- 
gesetzt war, 

P =0, P 1= =0 P,-2=0, P,-! = P! (11) 

sein und somit, da zur Ueberführung des Ausdruckes (6) in (9) % eine willkühr- 
liche Lösung der Gleichung (5) sein durfte d. h. die Werthe P , P lt . . . . P^-i für 
jede andere Lösung dieselben bleiben, so wird sich aus (9) vermöge der gefund- 
enen Beziehungen (11) für jedes der a= 1, 2, 3, .... (i 

z' a =y 1 oder J y x dx = z a (12) 

ergeben. Nun können sich aber die Werthe derselben Quadratur nur um Con- 
stanten unterscheiden, und es folgte daher 

2« = z 3 + c a ; (13) 

da jedoch das Zusammenbestehen der aus (5) sich ergebenden Gleichungen 
* + frf- 1 + M~* + .-..+ / M -A + /, = , 

(*i + c a y +/i(ei + o a y- 1 +A(z 1 + c a y-* + .... +/,. 1 (z 1 + o +/ M = o 

durch Subtraction die Beziehung 

PC!*- 1 + (^^ C + Ü« - l)/i) «X- 2 +.-..+ c/„-i = 

liefert, welche, weil die Gleichung (5) als irreductibel vorausgesetzt war und die 
eben erhaltene Gleichung mit jener gleichartig ist, eine identische sein muss, also 
c tt = liefert, dies jedoch nach (13) zwei gleiche Lösungen von (5) voraussetzen 
würde, was wiederum mit der Annahme der Irreductibilität nicht verträglich ist 
so folgt, dass die Gleichung (5) überhaupt nur eine Lösung haben darf, also linear 
sein muss und somit % eine rationale Function von x, y lt y z , . . . . und deren 
Ableitungen ist. 

Wir erhalten daher den folgenden Satz : 

Wenn die Quadratur (* ■, 



o 


(*» 3/i. 


stf, •■ 


• • • y?- l \ j/i, • • 


• • 2/r. • 


• • •) 3/i m) ""' 


+ <*1 
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«Jon» 3/x ein Integral einer algebraischen Differentialgleichung ni ier Ordnung bedeutet, 
algebraisch ausführbar ist, so lässt sich der Werth derselben stets als Rationale Func- 
tion von x , particulären Integralen der Differentialgleichung und deren Ableitungen 
bis einschliesslich zur m Un Ordnung hin darstellen. 

Bemerkt man noch, dass jede rationale Function von y^ sich wieder aus 
den vorherangegebenen Gründen vermöge der Gleichung (2) als ganze Function 
n — iten G- rac i e g von ^w } n <j er p orm darstellen lässt 



+ .... 



dass wiederum jedes der a sich wieder in eine ganze Function von y^ umwan- 
deln lässt, u. s. w., so folgt 

dass der die Quadratur darstellende, in den Integralen und deren Ableitungen 
bis zur m Un Ordnung hin rationale Ausdruck sich in eine in den ni ten Ableitungen 
der Integrale ganze Function n — l ten Grades für jedes derselben umsetzen lässt, 
deren Goefficienten rationale Functionen von x, den Integralen der Differential- 
gleichung und deren Ableitungen bis zur m — l ten Ordnung hin sind. 

Bevor wir nun weitere Eigenschaften solcher algebraisch ausführbarer Quad- 
raturen untersuchen, wollen wir eine Hülfuntersuchung vorausschicken, welche 
sich auf die Form der algebraischen Beziehungen erstreckt, die zwischen den 
Integralen einer algebraischen Differentialgleichung unter deren Ableitungen 
stattfinden kann. 

Machen wir die Annahme, dass z. B. zwischen drei Integralen und deren 
Ableitungen für die Differentialgleichung (1) oder (2) eine algebraische 
Beziehung 

& (x, yi,y{,.... yi«-» y„ yi, . . . . yi m ~ 1} , y 3 , y'» y?~ X) ) = o (14) 

statt hat, so mag die höchste in (14) vorkommende Ableitung von y 3 die m — a te 
sein, so dass (14) in die Form gesetzt werden kann 

y ( s m ~ a) =/. (3,3/1,.... yi""", 3/2, ... • yi m ~ 1} , 3/3, ••• • yi"— X) ), (iß) 

woraus mit Hülfe von (1) durch Differentiation 

y$— . + 1) = / 1 ( aJ| yi y{— « y^ .... yj— » y g y<— «~ D) , .... 

3/3 m) =/.(», y lt .... yi m - 1} , y % , . . . . yj— » y 3 yj— """) (16) 
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und durch Zusammenstellung mit (1) 

f(x, 2/3, yi,.... yt- l) ) =/. (», 2/1, ••• • tf-". y„ • • • • y^~ l \ ft. • • • • ri-*" 4 ») («) 

folgt, welche durch Einsetzen der in den Gleichungen (15) und (16) erhaltenen 
Werthe von 

yi m - a \ yt~ a+1 \ •••• yi" _1) 

in die linke Seite derselben in 

Ok(x, y lt . . . . tf— » y„ • • • • yi— ", J/3, • • • • ^"— X) ) = (18) 

übergehen mag. Würden aus dieser Gleichung die Grössen y 3 , y 3 , . . . . yi m ~ a_1) 
sämmtlich herausfallen, so würde (18) eine algebraische Beziehung nur zwischen 
y lt 2/ 2 und deren Ableitungen feststellen — ein Fall, auf den wir das Problem 
ganz allgemein führen wollen und nachher behandeln — ist dies jedoch nicht der 
Fall, so mag die höchste in (18) vorkommende Ableitung von y 3 die m — ß te 
sein, wo ß^>a, so dass 

yp-v = F (x, y lt .... ari— » y 2 yt~ » y 3 , .... yi— '-»J (19) 

wird und durch Differentiation mit Hülfe von (1) wiederum 

yi— fl+1) = ^i («,yi,....yi— 1) ,2/ 2 ,....j/r- 1) ,2/3,....^ M ^- 1) ),-.-- 

yi— > =^-(»,yi,....yi— 1} , y„....yi— 1) ,y 8 ,....yi"- p - 1 ), (20) 

woraus durch Zusammenstellung mit (15) und Benutzung der Werthe (19) und 
(20) sich 

n 2 (x, y lt . . . . y?~ l \ y t ,.... yT~ l \ y, y^-"" 1 ') = (21) 

ergiebt. Wäre diese Gleichung nun nicht eine in y 3 und dessen Ableitungen 
identische, so würde man wieder, wenn die niedrigste Ableitung von y s in dieser 
Gleichung die m — y te ist, wo y > ß ist, 

yT- y) = *o(*. 2/i 2/i— 1} . 2/s ^ M - a) , 2/3 2/r- y - 1} ) (22) 

bilden, daraus wiederum mit Hülfe von (1) 

yi m ~ y+1> = *i (x, y lt .... yf "» y 2 y^" 11 , 2/ 3 yi"-'-^ • • • • 

yj— « = <J> V _, (s, y x yi— «, y 2 yr~ tr , y s yi^' 1 ') (23) 

und durch Zusammenstellung mit (19) mit Benutzung von (22) und (23) 

HsO«, 2/i 2/i— x \ 3/. 24 m-1) < 2/3 yr- y - X) ) = 0; (24) 

und so könnte man fortfahren, bis man. da a <C ß <C y <C ist, schliesslich auf 



Integralen transcendenter Functionen. 227 

eine von y 3 und dessen Ableitungen freie algebraische Beziehung zwischen y x , y % 
und dessen Ableitungen 

öo (», 2/i, • • • • yi" _1) , 2/2, ••• • 2/f- 1 ') = 0, (25) 

geführt wird; wir nehmen an, dass die durch (24) dargestellte Beziehung bereits 
die Beziehung (25) war. 

Sei nun die in (25) vorkommende niedrigste Ableitung von y % die m — a te , 
so dass sich 

yi m - a) = ^o(x, 2/1, ••• • yi m - l \ 2/ a , • • • • yi m - a ~ 1} ) (26) 

ergiebt und daraus 

yj— + 1) =^(3,, yi> . . . . M M_1) , 2/2, • • • • 2/^ _<l - 1) ) 

2/^ = ^.(as, 2/i 2/i ro_1) , 2/2, ••• • 24 M - a - 1) ), (27) 

so folgt durch Zusammenstellung mit (1) 

f{x, y % ,yl,.... yi m ~v) = ^ (», 2/i, • • • • 2/i m - x) , 2/2 2/2 ;M - (l - 1) ) (28) 

oder durch Einsetzen der in den Gleichungen (26) und (27) erhaltenen Werthe 

<*i(x, 2/1, ••• • y[ m - 1} , 2/2, ... • 2/^- a_1) ) = 0; (29) 

enthält diese Gleichung noch Ableitungen von y 2 , und ist die niedrigste die 
m — 5 te , wo b^>a, so setze man 

yi m - b) = Zo(x, 2/1, ... • s4 m-1) , 2/2, ... • 2/^- &_1) ), (so) 

woraus wiederum 

yi m ~ b+1) = xi 0*. 2/1 2/i m - 1) , 2/2 2/^ m - 6_1) ), • • • • 

S4 m " a) = «»-.(», 2/i, • • • • 2/i m_1) , 2/2, • • • • 2/f- 6_1) ) (31) 

und durch Zusammenstellung mit (26) und Benutzung von (30) und (31) 

o»(s, 2/1, •.• • 2/i m_1) , 2/2, • • • • 2/^" 6_1) ) = (32) 

folgt ; fährt man wiederum genau so fort wie oben, so wird man endlich zu einer 

algebraischen Beziehung 

O(x,y 1 ,y{,....yi m -») = (33) 

kommen müssen, welche nur noch y x und dessen Ableitungen enthält, und wir 
nehmen an, dass (32) schon diese Beziehung (33) sei, was ja ohne Beschränkung 
der Allgemeinheit der Untersuchung geschehen darf. Wir wollen nun sehen, was 
aus diesen successiven algebraischen Transformationen gefolgert werden kann. 
30 
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Bisher war über den Charakter der algebraischen Differentialgleichung (1) 
und der ihr angehörigen Integrale y x , y % , y 3 , . . . . noch gar keine Pestsetzung 
getroffen worden. Nehmen wir zuerst an, dass y 1 ein Integral sei, welches nicht 
schon einer algebraischen Differentialgleichung niederer Ordnung als der m ten 
genügt, so wird die Gleichung (33) eine identische sein, ihr also auch jedes Inte- 
gral der Differentialgleichung (1) genügen müssen ; machen wir jedoch diese 
Annahme nicht, so wird eine algebraische Differentialgleichung niedrigster Ord- 
nung existiren, von welcher y x ein Integral ist und welche die Form haben möge 

y w " + 9i(x, y,y',.-.. y< x -") a^"" 1 + ....+ g,{x, y, y 1 , . . . .j^- 1 ') = o, (34) 

worin "K<m — 1 und g lt g % , . . . . g v rationale Functionen der eingeschlossenen 
Grössen sind. Diese Gleichung kann nun als algebraische Gleichung in y w aufge- 
fasst mit Adjungirung der Grössen x, y,y',.... y^~ 1] irreductibel oder reduc- 
tibel sein, und im letzteren Falle mag der algebraisch irreductible Factor 

y (x)P + h(x, y,y' ^-i))^)"- 1 + .... + h p (x, y, y> . . . . y*~») = (35) 

das Integral y x zur Lösung haben, so dass die Differentialgleichung (35) und 
die Differentialgleichung (33), welche wir in der Form 

y w* +h {x, y, y',.... y^- 1] ) y^' 1 + ....+*„ {x, y,f/,.... y ( »~ 1 >) = (36) 

darstellen wollen, worin (i<m — 1 und k 1} k % , . , . . lt a rationale Functionen der 
eingeschlossenen Grössen sind, eine Lösung y 1 gemeinsam haben. Ist nun 3,>^, 
so wird, da y x keiner Diffei'entialgleichung niederer Ordnung als der X ten genügen 
sollte, die Differentialgleichung (36) oder (33) identisch sein also auch von jedem 
Integral von (35) befriedigt werden müssen; ist % = [i, so wird, weil (35) ein 
algebraisch in Bezug auf y w irreductibler Factor war, a > p sein müssen, und da 
dann identisch 

y W + hy m°- 1 + ....+ fc, ] 

= {y (x? + % wP_1 + ••..+ wr-'+iaFf-'- 1 + .... + u,) \ ( 37 ) 



ist, so folgt, weil für y — y\ die linken Seiten von (35) und (36) verschwinden, 
dass auch 

»W -1 + n<ihj? )9 - % + .... + n?L x = (38) 
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ist ; da aber die Gleichung (35) eine in y w algebraisch irreductible ist, so kann 
auch nicht eben diese Gleichung für y = y x also 

y^ + h x (x, y x , y[, .... y[^) y^ 1 + ....+ \ (x, y x , y>, ... . y{^) = (39) 

in Bezug auf y[ K} mit Adjungirung von x, y x , y[, .... ?/^ _1) algebraisch reduc- 
tibel sein ; denn wäre dies der Fall, so würde die Differentialgleichung 

y^ p + q x (x, y,^, .... y Vi - 1) )y wV ~~ 1 + ....+&(», y, yl, ■ ■ ..tß~ 1 ) = o (40) 

mit der Differentialgleichung (35) das Integral y x gemein haben, und die Elimi- 
nation von y w zwischen den Gleichungen (35) und (40) eine algebraische 
Gleichung in x, «/,?/,.... 2/ (A-1) liefern, welche y x zum Integral hat, was 
nach der oben gemachten Annahme, dass y x nicht einer Differentialgleichung 
niederer Ordnung als der h ten genügen sollte, widerspräche — nur dann 
würden wir das Eliminationsresultat nicht herleiten können, wenn (40) 
ein Factor von (35) wäre, was aber auch nicht angeht, weil von (35) angenom- 
men wurde, dass es in Bezug auf y w algebraisch irreductibel sei, also muss in 
allen Fällen auch (39) in Bezug auf y[ x) algebraisch irreductibel und daher 
n{V = n^ ■=■ . . . . nfl_ x = ; da nun endlich n x , n 2 , . . . . n p _ x Differentialausdrücke 
/l — l ter Ordnung sind, y x aber nicht ein Integral einer Differentialgleichung 
n — -jter Ordnung sein sollte, so wird n x = n % = . . . .='n p _ 1 identisch ver- 
schwinden müssen, woraus dann nach (37) sich ergeben würde, dass jedes Inte- 
gral von (35) auch der Gleichung (36) angehört. Ist endlich 2,<C^, so folgt aus 
(35) durch Differentiation, wie leicht zu sehen, 

[py wP ~ 1 +h x ( P -l)y^- 2 +.. . .+Ä p _ 1 ]^+ 1 >+%M p - 1 + . .. . + h' = 0A 
[py^ 1 + h x (p-l)y^ *+....+\_ x ]y" + »+£l i (x,y,y',....y^) = 0, , 

ipy^- 1 + h x {p-l)y^- 2 +. . ..+\_ x y-y*+£l^(x, y, y', . . .y<*>) =0,J 



(41) 



worin £l 2 , Ii 3 , .... fl /x _ A ganze Functionen von y w , deren Grad vermöge der 
Gleichung (35) auf den p — l ten reducirt werden kann und deren Coefficienten 
rationale Functionen von x, y , y 1 , . . . . y (K ~ 1) sind. 

Da nun die Gleichung (36) als ganze Function von y w , y (k+1) , y (k+2) , .... y (ß} 
dargestellt werden kann, so wird man dieselbe mit einer so hohen Potenz des 
Factors py wP +h x (p — l)y wP ~ +..•.. +h p _ x multipliciren können, dass in 
der resultirenden Gleichung nur ganze Potenzen der linken Seiten der Gleich- 
ungen (41) vorkommen und es wird somit, da die £1 ganze Functionen von y w 
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sind und die Potenzen von y w , welche höher als die p — l te sind, vermöge der 
Gleichung (35) durch ganze Functionen niederen Grades ersetzt werden können 
und zwar für jedes Integral der Gleichung (35), 

[p^ -1 + Mp- i)2/ wP_a + • • • • +K-iY(y^ )a + % ( ^ -1 + • • • • + K)} 

= t (x, y, y>, ... . y^-^y^- 1 + k {x, y, y>, ... . y^y^'* [ ( 42 ) 

+ .... +t„_ l (x,y, y 1 y<*-») J 

sein, worin J/eine positive ganze Zahl, und t , t lt . . . . t p „ x rationale Functionen 
der eingeklammerten Grössen bedeuten. Da nun y x ein Integral der Differential- 
gleichung (36) ist und keine der Grössen h 1 , . . . . h p _ 1 für y = y ± unendlich 
werden kann, weil dann der Kenner dieser in x, y, y 1 , . . . . y^-v rationalen 
Function verschwinden und somit y x ein Integral einer Differentialgleichung von 
niederer Ordnung als der X, ten wäre gegen die Voraussetzung, so wird für y ■=. y x 
die linke Seite der Gleichung (42), also auch die rechte verschwinden, und daher 
wegen der angenommenen algebraischen Irreductibilität der Gleichung (35) in 
Bezug auf y w also auch, wie oben gezeigt worden, in Bezug auf y[ K) , 

h (ar, 3/i, y{, • • • • y ( "- 1} ) = 0,....t p _ 1 (x,y 1 ,y{,.... y?-V) = , 

und daher wiederum, weil y x nicht algebraischen Differentialgleichungen X — l ter 
Ordnung genügen sollte, 

'o {x,y,y'> — z/ ( * -1) )> — *,_i {®,y,y' y (K ~ 1} ) 

identisch Null und somit 

[p2/ (A)P-1 + h (p- 1) j/W p - 2 + . . . . + Ä,_ J*(^+ %«* _1 + . . . . + \) = (43) 

für alle Integrale der Differentialgleichung (35). Es ergiebt sich somit, dass 
sämmtliche Integrale der Differentialgleichung (35), welche nicht zugleich der 
Differentialgleichung 

?y w '" 1 +h 1 (?-i)y wP ~ 2 + • • • . + V-i = o 

genügen,* auch der Differentialgleichung (36) Genüge leisten müssen ; nennt man 

* Nennt man eine algebraische Differentialgleichung eine irreductible, die in Bezug auf den höchsten 
Differentialquotienten mit Adjungirung aller niederen Differentialquotienten algebraisch irreductibel 
ist und welche die Eigenschaft hat, dass keines ihrer Integrale einer algebraischen Differentialgleichung 
niederer Ordnung genügt, so wird, wenn die vorgelegte Differentialgleichung (1) also auph (84) irre- 
ductibel ist, die Differentialgleichung (44) durch keines der Integrale von (1) befriedigt werden können, 
und es werden somit alle Integrale von (1) der Gleichung (33) Genüge leisten. 
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alle Integrale der Differentialgleichung (35), welche zugleich den nach y w 
genommenen Differentialausdruck (44) zu Null machen, also alle Integrale von 
(35), welche zugleich der Discriminante h — l ter Ordnung der Differentialgleich- 
ung (35) 
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welche von der Jl — l ten Ordnung ist, befriedigen, singulare, so finden wir also in 
allen Fällen a,>/t*, 

dass sämmtliche Integrale der Differentialgleichung (35), von den singnlären 
abgesehen, auch der Differentialgleichung (36) oder (33) Genüge leisten. 

Da aber die gegebene Differentialgleichung (1) ebenfalls das Integral y x 
besitzt, also den Charakter der Gleichung (33) hat, so wird aus demselben 
Grunde jedes Integral von (35), von den singulären abgesehen, auch ein Integral 
der Differentialgleichung (1) sein, und bezeichnet man nun mit yj ± irgend ein nicht 
singuläres Integral der Differentialgleichung (35), welche als die in Bezug auf 
den höchsten Differentialquotienten algebraisch irreductible Differentialgleichung 
niedrigster Ordnung defmirt wurde, welche y x als Integral besitzt, wobei y\ x , wie 
eben gezeigt worden, auch ein Integral der gegebenen Differentialgleichung (1) 
sein wird, und bestimmt man eine Function r^ durch Integration der der Gleichung 
(30) oder (29) entsprechenden Differentialgleichung 



viT-* ) = Zo(x>>lu 



m 



(m-l) 



*7a. 



d— - 1 ), 



(45) 



so werden ^ m-i>+1) , .... Yit~ a) durch die entsprechenden Gleichungen (31) dar- 
gestellt sein, und da die Gleichung (33) oder (32) nichts anderes war als die 
Gleichheit der rechten Seiten der letzten Gleichung (31) und der Gleichung (26), 
so wird also auch (26) entsprechend die Beziehung gelten 
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da aber aus dieser wiederum die analogen Gleichungen (27) folgen und somit 
auch, weil (30) erfüllt ist, (28) für ri x , vt bestehen muss, aber 

y,™ = * a (x, m ^— «, m *£— - 1 >) (47) 

ist, so muss auch 

VF =/(«,% vt~ l) ) (48) 

also % ein Integral der Differentialgleichung (l) sein und zwar ein zu dem will- 
kührlich gewählten Integral v\ x insofern bestimmt zugehörig als es ein Integral 
der Differentialgleichung (34) sein muss. 

Da nun die Gleichungen (26), also auch (25), worin (24) übergehen sollte, 
durch rix und >y 2 befriedigt werden, so wird, wenn man eine Function v\ s als ein 
Integral der der Gleichung (22) entsprechenden Differentialgleichung 

vT~ y) = 4>« (x, vi 4 m - 1} , v,,.... 4*-», m, • • • • vt~ y - y) ) (49) 

bestimmt, auch (23) und somit die der Gleichung (19) entsprechende 

vT~ ß) = F* (x, m,..-. vT~ l \ % vi" 1 ' 1 ', v s vf-^) (50) 

befriedigt sein ; da aber danach auch den Gleichungen (20) Genüge geschieht und 
die letzte der Gleichungen (20) mit (15) zusammengestellt die Gleichung (22), 
für unseren Fall also (38) liefert, so muss auch (15) entsprechend die Beziehung 

4 m ~ a) =/o(x, Vi,.-" V{ m - 1} , Vi,--.- Vi m - 1} , Vs Vi™—») (51) 

bestehen. Da endlich aus (15) die Gleichungen (16) hervorgehen und die 
Gleichung (17), welche nichts anderes als (18) oder (19), also in unserem Falle 
(39) ist, erfüllt ist, so folgt 

vi m) =f{x,Vs,vi....vi m - 1) ), (52) 

d. h. auch % ist ein Integral unserer Differentialgleichung (1); nun ist aber die 
Beziehung (40) der Gleichung (15) analog nichts anderes als die der Gleichung 
(14) entsprechende Beziehung 

ß (x, Vi,.--- V[ m ' l \ %,.••• Vi m - V , Vs,-.-- ^ m_1) ) = 0, (53) 

in welcher ^ ein willkührliches Integral der Differentialgleichung (35) und 
somit auch ein Integral der Differentialgleichung (1), r\ % und tj 3 die Gleichungen 
(34) und (38) befriedigende Integrale derselben Differentialgleichung (1) bedeuten. 
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Wir erhalten somit den nachfolgenden Satz : 

Besteht zwischen Integralen und deren Ableitungen für eine algebraische Differen- 
tialgleichung beliebiger Ordnung eine algebraische Beziehung, so bleibt diese erhalten, 
wenn statt eines dieser Integrale jedes andere dieser Differentialgleichung gesetzt wird, 
welches ein beliebiges nicht singuläres Integral der in Bezug auf den höchsten Differ- 
entialquotienten algebraisch irreductibeln Differentialgleichung niedrigster Ordnung 
ist, welcher jenes Integral Genüge leistet, während für die anderen in der Beziehung 
vorkommenden Integrale der Differentialgleichung (1) bestimmte andere zu substi- 
tuiren sind. 

Nehmen wir nun an, die gegebene Differentialgleichung (1) sei selbst in 
Bezug auf die höchste Ableitung algebraisch irreductibel und eines der in der 
gegebenen algebraischen Relation zwischen den Integralen und deren Ableitungen 
vorkommenden Integrale genüge keiner Differentialgleichung niederer Ordnung, 
so wird der Satz gelten, 

dass unter dieser für die Differentialgleichung (1) gemachten Annahme dieses 
eine Integral durch ein willhührliches nicht singuläres Integral der Differential- 
gleichung (1) ersetzt werden darf, wenn nur für die anderen in der algebraischen 
Beziehung vorkommenden Integrale passende Integrale eben dieser Differential- 
gleichung sübstituirt werden. 

Nach Feststellung dieser Sätze gehe ich wieder zur Untersuchung der alge- 
braisch ausführbaren Quadraturen über, von denen wir bewiesen hatten, dass 
dieselben sich in die Form 

fyßx = F(x, y x ,y[ y[ m) , M, yl yt\ Vz, yl yf\ ■ • • •) (54). 

setzen lassen, wenn y x , y 2 , y z Integrale der Differentialgleichung m ter Ord- 
nung (1) und F eine ganze Function von y^\ yf>, yf\ .... darstellt, deren 
Coeffieienten rationale Functionen von x, y lt y 2 , y 3 , . . . . und den Ableitungen 
dieser Grössen bis zur m — l teu Ordnung hin sind. Da nun die Differentiation 
von (54) zwischen Integralen der Differentialgleichung (1) und deren Ableitungen 
die algebraische Beziehung 

yi dx^ dy x y ^---^dyr )Vx + dy % V% + •• • + dyi m) Vi + "" ( } 

liefert, diese aber nach dem vorher erhaltenen Satze bestehen bleibt, wenn statt 
y x ein jedes nicht singulare Integral ^ der Differentialgleichung (35) also auch von 
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(1) gesetzt wird, während y 2 , y s , .... durch passende Integrale »?», *7s> • • • • der 
Differentialgleichung (1) zu ersetzen sind, so folgt also 

dF . dF , 31? (m+1) 9J 1 , 9^ (m+1) /. fi v 

oder 

f m dx=F(x,. Vl , »?{,.... >7i m) , %, »?,' »7JT». >7s, >?3. • • • • »?i" ) ) ( 57 ) 

und es ergiebt sich somit der Satz : 

Wenn die Quadratur eines Integrales einer algebraischen Differentialgleichung 
m ter Ordnung algebraisch ausführbar ist, so ist es auch die Quadratwr eines jeden 
anderen Integrales eben dieser Differentialgleichung, welches ein beliebiges nicht sin- 
guläres Integral der in Bezug auf den höchsten Differentialquotienten algebraisch 
irreductibeln Differentialgleichung niedrigster Ordnung ist, welcher jenes Integral 
Genüge leistet, und zwar in Form derselben ganzen Function der m ten Ableitungen 
von Integralen der gegebenen Differentialgleichung m ter Ordnung mit öoeßcienten, 
welche rationale Functionen der unabhängigen Variabein, der vorkommenden Integrale 
und deren Ableitungen bis zur m — l ten Ordnung hin sind. 

Ist die gegebene Differentialgleichung m ter Ordnung wieder selbst in Bezug 
auf die höchste Ableitung irreductibel, und genügt das die Basis der algebraisch 
ausführbaren Quadratur bildende Integral nicht schon einer algebraischen Differ- 
entialgleichung niederer Ordnung, so folgt 

dass die rationale Form der algebraisch ausführbaren Quadratur erhalten 
bleibt, wenn die Basis derselben durch ein beliebiges nicht singuläres Integral der 
Differentialgleichung ersetzt wird, während für die anderen in der rationalen Func- 
tion F vorkommenden Integrale dieser Differentialgleichung passende Integrale sub- 
stituirt werden. 

Betrachten wir den speciellen Fall, dass die algebraisch ausführbare Quad- 
ratur nur die Basis der Quadratur und deren Ableitungen enthält, so dass 

fy 1 dx = o Q (x,y 1 ,yl,....y{ m -*) (58) 

ist, worin a„ eine algebraische Function und 1 < a < m ist, so wird, weil 

^ == d^ + w l m + Wi yi + ---- + w^ I/i ' {) 

ist, y x jedenfalls auch schon einer algebraischen Differentialgleichung m — a + 1 



ter 
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Ordnung genügen, wenn also a > 1 ist, einer algebraischen Differentialgleichung 
von niederer Ordnung als der m ten und wir sehen somit, 

dass, wenn y x das Integral einer Differentialgleichung m ter Ordnung ist, welches 
nicht schon einer algebraischen Differentialgleichung niederer Ordnung Genüge leistet, 
eine algebraisch ausführbare Quadratur nothwendig die m — l te Ableitung der 
Basis enthalten muss. 

Dasselbe gilt also für jede algebraisch ausführbare Quadratur irgend eines 
Integrales einer irreductibeln Differentialgleichung. 

Soll die Quadratur irgend einer transcendenten Function y x sich algebraisch 
durch eben diese und deren Ableitungen ausdrücken lassen, so muss diese das Integral 
einer algebraischen Differentialgleichung sein, 

wie aus der Gleichung (58), die der Annahme nach stattfinden würde, her- 
vorgeht, und jedenfalls ein Integral einer algebraischen Differentialgleichung 
ni — a + l ter Ordnung. 

Die Frage also, welche transcendente Functionen mit Hülfe eben dieser 
Transcendenten algebraisch ausführbare Quadraturen besitzen, würde vermöge 

fy 1 dx=F(x,y 1 ) (60) 

also auf die Differentialgleichung erster Ordnung 

y= ür + w y ' oder y' n+ A( x ' ^'* _I + ■•■•+/«(*, ?) = o m 

führen, vermöge welcher wiederum nach den oben bewiesenen Sätzen die Gleich- 
ung (60) sich in 

Jy 1 dx = a {x, yj + a^x, yi)y{+ . . . . +o B (as, yi)y'{~ 1 (62) 

transformiren lassen müsste,* worin co , %,.... a n rationale Functionen der 
Grössen x und y 1 sind; soll also y x das Integral einer Differentialgleichung sein, 
welches nicht schon einer Differentialgleichung niederer Ordnung genügt, soll also 

* Der von Abel bewiesene Satz, dass, wenn das Integral einer algebraischen Function selbst alge- 
braisch ist, der Werth desselben sich rational durch % und die Basis der Quadratur darstellen lasse, 
folgt aus dem Obigen offenbar für den speciellen Fall der Differentialgleichung Oter Ordnung, so dass 
für eine algebraische Function y x 

wird> \yidx = u <> (x) + u i {!c)y 1 + u,{x)y\ + . . . .+o> n -i{x)y1- 1 

31 
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z. B. y x das Integral einer irreductibeln Differentialgleichung sein, so muss die- 
selbe von der ersten Ordnung sein. 

Ist die Differentialgleichung l ter Ordnung, von welcher y x ein Integral ist, 

von der Form y'-=f{x,y), (63) 

worin /eine rationale Function bedeutet, so wird die Gleichung (62) in 

fy 1 dx = a (x,y 1 ) (64) 

übergehen, worin o wiederum rational ist, und wir werden daher den mit dem 
Abel'schen Satze für Integrale algebraischer Functionen, welcher in der Anmerk- 
ung angeführt wurde, gleichlautenden Satz erhalten : 

Wenn die Quadratur eines Integrales einer Differentialgleichung erster Ordnung, 
welche die Ableitung als eine rationale Function der unabhängigen und abhängigen 
Variabein darstellt, algebraisch ausführbar ist, so lässt sich der Werth derselben 
stets als rationale Function des Integrales und der unabhängigen Variabein aus- 
drücken. 

Man sieht zugleich aus (64), dass man sich alle diese Differentialgleichungen 
erster Ordnung wirklich herstellen kann, indem man in 

6) eine beliebige rationale Function von x und y bedeuten lässt. 

Will man nur die linearen Differentialgleichungen erster Ordnung aufstellen, 
für welche die Quadratur eines Integrales algebraisch also nach dem Obigen 
auch rational durch dieses Integral ausdrückbar ist, so wird nach dem obigen 
Satze die Relation (64) bestehen bleiben, wenn man statt y x irgend ein anderes 
Integral der linearen Differentialgleichung 

y' = yf 1 (x)+A(x) (66) 

welche singulare Integrale überhaupt nicht hat, also auch 

y = Vi + ce J , (67) 

worin c eine willkührliche Constante bedeutet; dann geht aber (64) über in 

(y 1 + ce J ) dx = o (x , y x + ce J ) 
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oder vermöge (64) in 

ö o (» > Vi + ce ^ *") = "o (* . 2/i) + c J e W ^^a; • ( 6 8 ) 

Da diese Gleichung für jedes c bestehen muss, so folgt aus der Differentiation 
nach dieser Grösse 

da (x, y x + ceJ /l(a:)d *) _ -/a (») ** /»^ (») *»^ 

d (2/1 + ce^ ) 

also der Differentialquotient von w nach dem ganzen zweiten Argument genom- 
men von c also auch vom zweiten Argumente selbst unabhängig und somit 

"o0»> Vi) = P&i + P%, (69) 

worin P x und P 2 rationale Functionen von x sind ; setzt man diesen Werth von 
o in (68) ein, so folgt 

Pi fo + «/ A w *) + p, = Pah + p, + cfJ fM d x 

und somit der Werth von P x in der Form 

P x = e-f Mx)äx fJ fM äx, (70) 

welcher eine rationale Function von x sein muss, oder, was dasselbe ist, es muss 
die lineare Differentialgleichung erster Ordnung 

y'+A(x)y = i (71) 

ein rationales' Integral und zwar P x haben. Da aber für den in (69) gefundenen 
Werth von a sich aus (65) die Differentialbeziehung ergiebt 

Pil/ + Pl-y + Piy' = o 

oder nach (66) 

P{y + PL-y + PibfiW +/,(»)) = o, 

so muss, weil P x und P 2 rationale Functionen von x, und y nicht algebraisch sein 
sollte, P{ + PJ X (x) = 1 und P' % - — P,/ 2 (x) (7 2) 

sein, wovon die erste Gleichung die durch (71) ausgedrückte Bedingung liefert, 
während die zweite aussagt, dass 

fdxf % (X) 6 _//l Md *fJ A [XUX dx = - P 2 

eine rationale Function ist. 
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Sind aber umgekehrt 

eS /A * )d *fJ /Md *dx= P x und /p,/, («)&,= - P 2 (73) 

rationale Functionen, so folgt, dass, weil 

yi = J™«*fi-/M^ A {x) dx (?4) 

ein Integral der Differentialgleichung (66) ist, durch partielle Integration 
fyßx =fJ AMd *dx xfe'^^f, {x) dx 

-f[ e -/™«* A (x)/J M * H *dx] dx = P m + P 2 , 

und wir erhalten somit den folgenden Satz : 

Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, dass eine lineare 
Differentialgleichung erster Ordnung 

die Eigenschaft besitzt, dass die Quadratur über eines ihrer Integrale algebraisch 
durch eben dieses Integral ausdrückbar ist, sind die, dass 

eS Ai * )d *f/ / ' ( * )d *dx = P 1 unäfP 1 f(x)dx=- P 2 

rationale Functionen von x sind, und die Reductionsformel der Quadratur lautet dann 

Jydx=P^y + P % ; 

es folgt zugleich aus (72), dass f x {x) und f(x) rationale Functionen von x sein 
müssen. 

Will man solche Fälle herleiten, so braucht man nur in der Differential- 
gleichung y 1 + yf (x) = 1 

für y irgend eine rationale Function von x zu substituiren, so folgt /i(cc) als 

rationale Function, während das substituirte y die Grösse P 1 darstellte und 

pi 

dann ist / 2 (x) so zu wählen, dass P 2 wieder rational wird, oder / 2 (x) = ^ , 

P x 

so dass man für P 2 eine willkührliche rationale Function wählen und so / 2 (x) 

bestimmen kann. 



Integralen transcendenter Functionen. 239 

Wir wollen nun aber allgemein nach den nothwendigen und hinreichenden 
Bedingungen fragen, unter denen die Quadratur über das Integral einer linearen 
Differentialgleichung m ter Ordnung 

V (m) +/i (x) y<— *> +....+ f m {x)y =f(x) , (75) 

in welcher fi(x), f 2 (x) . . . ./ m (x), f{x) rationale Functionen von x bedeuten, 
wieder eine algebraische Function dieses Integrales selbst ist. 
Sei also y x das Integral der Differentialgleichung (75) und 



/. 



y 1 dx=F(x,y 1 ), (76) 

worin F eine algebraische Function bedeutet, so werden, wenn wir aus der Differ- 
entialgleichung dF , dF . , . 

g y=-d* + &* ( 77 ) 

den in y' algebraisch irreductibeln Factor absondern, welcher die transcendente 
Function y x zum Integral hat und welcher 

y' n + fr (x, y) y ln - 1 + . . . . + fr (x, y) = (78) 

sein möge, worin fr, fr fr rationale Functionen bedeuten, nach dem oben 

bewiesenen Hülfsatze, nach welchem, wenn eine im höchsten Differentialquo- 
tienten algebraisch irreductible Differentialgleichung ein Integral, das nicht 
schon einer Differentialgleichung niederer Ordnung angehört, mit einer anderen 
Differentialgleichung gemein hat, jedes nicht singulare Integral der ersteren 
auch ein Integral der letzteren sein muss, alle nicht singulären Integrale von (78) 
auch Integrale der linearen Differentialgleichung (75) sein müssen. Da nun 
das allgemeine Integral von (75) die Form hat 

V = <hm + <% + + c m y m + L, 

wenn yi x , y[ % , . . . . Yi m ein Fundamentalsystem von Integralen der reducirten 
D iffe ren tialglei chun g 

y (m) +fi(x)y (m - 1) + • • • • +f m (x)y = (80) 

ist, und 

L = m f^-f(x)dx + y 1 ,f*Lf( x )dx+. . . . + Vm f^Lf( x )dx, (81) 

worin 



A = 



Vi n% — Vm 
vi vi — vi 



*i{ m - l) vi m - 1} • • • • yi^- 1) 



A,= 



Vi >?r- 1 Vr + 1 Vm 

Vi v'r-1 Vr+1 v'm 



1l • ' ' • Vr — 1 Vr + 1 ••••'7m 



(82) 
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ist, so muss auch das allgemeine Integral von (78), da es ein Integral von (75) 
sein muss, die Form haben 

y = B 1 y !l + Rtfii +....+ R m ri m + L, (83) 

worin R 1 , R 2 , . . . . R m Functionen eiiier willkührlichen Constanten sein werden. 
Greifen wir rn + 1 particuläre Integrale von (78) heraus, so dass 

Vi = ßllVl + Rl2V2 + •••• + RlmXm +L, 

V% = -^21*71 + -^22% +••••+ Rümflm + L , 



(84) 



2/m + l — -^»» + 11*71 + Rm+ltfü +••••+ -ßm+lm>7m + L 

wird, so wird die Determinante des linearen Systems (83) und (84) 
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sein müssen, und somit das allgemeine Integral der Differentialgleichung erster 
Ordnung (78) sich als homogene lineare Function von rn + 1 particulären Inte- 
gralen in der Form 

Soy + S&i + >%2 +..•• + S m+1 y m+1 = (85) 

ergeben; ist die lineare Differentialgleichung (75) homogen, so wird L=0 und 
somit das allgemeine Integral von (78) sich als homogene lineare Function von 
rn particulären Integralen ergeben. Nur dann wird diese Relation nicht existi- 
ren, wenn S , S ± , . . . . S m+1 sämmtlich verschwinden würden, und man könnte 
dann andere rn + 1 particuläre Integrale wählen, wodurch auch die von der 
Integrationsconstanten abhängigen Werthe der R also auch der S sich ändern ; 
aber es könnte sein, dass die ß Grössen für eine beliebige Wahl der particulären 
Integrale verschwinden und es fragt sich, was dies für die Grössen y, y x , . . . . y m+1 
aussagt. Stellt man in diesem Falle die ersten rn + 1 Gleichungen zusammen 

y = R x r a + Rtfz +....+ R m ri m + L.1," 
y\ = R11V1 + R12V2 + .... + R lm ri m +L.i, 



y m — -B TOl >7i -+- R m2 yi2 +••••+ RmmVm + L . 1 . 



(86) 
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so wird der Annahme nach die Determinante der rechten Seite verschwinden 
und somit wenn man die Gleichungen mit den nach der ersten Verticalreihe 
genommenen Unterdeterminanten m ter Ordnung T , T x , . . . . T m multiplicirt, 
nach bekannten Determinanteneigenschaften eine lineare homogene Beziehung 

von der Form T y + %i + + T m y m = (87) 

existiren, sich also das allgemeine Integral als homogene lineare Function von 
in particulären Integralen ergeben ; sind auch diese Unterdeterminanten sämmt- 
lich Null, so nehme man die m Gleichungen 

y = Btf! + R%n% +.... + R m r lm + L.1,~) 

V\ = RnVi + BnVa +.... + R lm Vm + L.l, \ t^\ 

• • • - [ 

Vm-\ Rm-lMl + Rm-12V2 +•••• + Rm—lmVm + L . 1 , J 

und multiplicire die Gleichungen wieder z.B. mit den nach der ersten Verticalreihe 

genommenen Unterdeterminanten m — l ter Ordnung U , TJ X Z7 m -i der 

Determinante der R, so werden wiederum nach der Annahme, dass alle Unter- 
determinanten m ter Ordnung der Determinante (D) verschwinden, wie unmit- 
telbar zu sehen, 

U y + TJ^h + U %y% + + U m ^y m _ x = (89) 

sein u. s. w. Da endlich nicht alle Unterdeterminanten 2 ter Ordnung verschwinden 
können, so bleibt unter allen Umständen der Satz bestehen, 

dass, wenn die Differentialgleichung (78) erster Ordnung* mit der linearen 
Differentialgleichung m ter Ordnung ein Integral gemeinsam hat, das allgemeine 
Integral der ersteren eine lineare homogene Function von m + 1 ihrer particulären 
Integrale sein wird, toobei die Coefficienten einzelner dieser Integrale verschwinden 
können :f 

* Da bei dem Beweise dieses Satzes die Ordnung der Differentialgleichung (78) nicht in Frage kam, 
so bleibt er bestehen für jede algebraische Differentialgleichung, welche mit einer linearen Differential- 
gleichung ein Integral gemeinsam hat. 

t So hat z. B. die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung 

(a) 2/"-3^ + % = 
mit der Differentialgleichung erster Ordnung 

(b) y l2 -(4y+l)tf + y(4y+l) = 
das Integral 

(c) ^ = e*+e 2 * 
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und es folgt daher aus dem Vorigen, 

dass, wenn eine lineare Differentialgleichung rn Ur Ordnung die Eigenschaft hat, 
dass die Quadratur über eines ihrer Integrale algebraisch durch eben dieses Integral 
ausdrüclibar ist, dieses Integral einer solchen in Bezug auf den ersten Differential- 
quotienten algebraisch irreductibeln Differentialgleichung erster Ordnung genügen 
muss, deren allgemeines Integral eine homogene lineare Function von m + 1 particu- 
lären Integralen derselben ist, deren Coefficienten Functionen einer wilUcührlichen 
Constanten sind. 

Nachdem die Differentialgleichung (78), welche mit der vorgelegten linearen 
Differentialgleichung das Integral y 1 gemein hat, durch die in dem eben bewies- 
enen Satze ausgesprochene Eigenschaft charakterisirt worden, bleibt die Form 
derjenigen im ersten Differentialquotienten algebraisch irreductibeln Differ- 
entialgleichungen erster Ordnung zu untersuchen übrig, für welche das allge- 
meine Integral eine lineare homogene Function mit constanten Coefficienten 
von particulären Integralen eben derselben Differentialgleichung ist. 

Sei also für eine algebraische Differentialgleichung erster Ordnung 

y'=f(x,y), (so) 

welche in Bezug auf y 1 algebraisch irreductibel sein mag, das allgemeine 
Integral y = M lVl + ü% 2 + + M r y r , (91) 

worin y x , y 2 , . . . . y r particuläre Integrale von (91) und M x , M 9 , . . . . M r Func- 
tionen einer willkührlichen Constanten sein sollen, so folgt durch Differentiation 
der Beziehung (91) mit Benutzung von (90) die Relation 

MJ(x, yi ) + MJ{x, y 9 ) + . . . . +M r f(x, y r )=f(x, M iyi +M % y,+ .... +M r y r ), (92) 

also entweder eine identische Gleichung, oder eine algebraische Beziehung zwischen 
den r particulären Integralen. 

gemein ; nun ist aber das allgemeine Integral von (b) in der Form enthalten 

(d) y = ce* + cV* 

und es besteht somit, wenn das dem Werthe c entsprechende particuläre Integral mit yi bezeichnet 
wird, also 

(e) y 2 = c^ + cM" 

ist, vermöge der Gleichungen (c), (d), (e) zwischen dem allgemeinen Integrale y und den beiden par- 
ticulären Integralen yi und yi die homogene lineare Beziehung 

= 0. 



V 


c 


c' 


2/i 


1 


1 


y* 


c 2 


ci 
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Sei die Gleichung (92) zunächst eine identische, so muss sie bestehen bleiben, 
wenn dieselbe sowohl einzeln nach y x , y 2 > • • • • Vr differentiirt wird, und man 
erhält somit 

df{x, M lVl + M m + . . . . + M r y r ) _ df{x, y„) _ 3f(x, y,) 



d {M lVl + M,y 2 + + M r y r ) dy„ dy« 



(93) 



es hängt somit der Differentialquotient der Function f{x, y) nicht mehr von y 
ab und es ist daher 

/(*. y)=/i(»)y +■/»(*). 

so dass die Differentialgleichung erster Ordnung (90) in die lineare übergeht 

y'=/i(*)y +/.(*); ( 94 ) 

zugleich sieht man, dass für (94) die Beziehung zwischen dem allgemeinen und 
den particulären Integralen in die einfache Form gesetzt werden kann 

worin c eine willkührliche, c 3 eine specielle Integrationsconstante bedeuten. 

Es bleibt jedoch nun noch der schwierigere Fall zu untersuchen, in dem die 
Gleichung (92) keine identische ist, sondern eine algebraische Beziehung zwischen 
den r particulären Integralen der Differentialgleichung (90) liefert, und wir 
wollen hier diese Untersuchung für den Fall durchführen, dass die lineare Differ- 
entialgleichung (75) homogen von der zweiten Ordnung ist, also lautet 

!/'+A(x)f/+A(x) V =0, (95) 

sich also für die Differentialgleichung erster Ordnung (78) das allgemeine Integral 
als homogene lineare Function von 2 particulären Integralen in der Form 

y = M iyi + M 2 y, (96) 

ergiebt, für welche die vorausgesetzte algebraische Beziehung zwischen den 

particulären Integralen 

y t =F(x, yi ) (97) 

lauten möge. Da nun nach dem oben bewiesenen Satze aus der Beziehung (97) 
vermöge (96) die Relation 

N lVl + N,y % = F(x, M iVl + Mjy t ) , (98) 

32 
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hervorgeht, worin M x , M % , N x , N 2 feste Functionen einer willkührlichen Con- 
stanten c sind, ausserdem (98) vermöge (97) in 

-%i + N,F{x, y x ) = F(x, M x y x + M 2 F (x, y x )) (99) 

übergeht, und diese Beziehung endlich, da y x keine algebraische Function von x 
sein sollte, eine in x, y x , c identische sein muss, so erhält man durch Differentia- 
tion von (99) nach y x und c 

^ + - y »-^— _ d{M iyi + M % F{x,y x ) K^ + ^^yT) 

JV x y x + 7V^ (x, y x ) - d{Miyi+ M2F{X} yi)) (.2/1^1 + ^ (*> Vi)) 
und hieraus 

^■(a, 2/0 dJ ^ + By x ^g^ + ^(a, jfc) + 2^=0, (100) 

worin A, B, G, D Constanten bedeuten, und die wiederum eine identische sein 
muss. 

Setzt man hierin F(x, y x )= Y x , (101) 

so geht (100) in die Differentialgleichung 

(AY X + By x )dY x + {GY X + Dy x ) dy x = (102) 

über, oder wenn Y x = y x u (!03) 

gesetz wird, in 

(Au + B)(y x du + udy x ) + ( Gu + D) dy x = , (104) 

deren Integral durch 

log y, = -f A 4+pXv)*+ D dw + log * (1 ° 5) 

dargestellt, worin h von x abhängen kann. Nun ist aber 

Au + B _ Aa + B 1 Aß+B 1 _ X 1 — k 



Au*+{B+C)% + D 2Aa+B+ö u — a ' 2Aß+B+C u—ß ■ u—a ' u—ß' 
worin /l den Coefficienten des ersten Partialbruches bedeudet, und daher nach 
(105) hyr 1 = (u — af(u — ßf~\ (106) 

worin X, weil u eine algebraische Function von y x sein muss, eine rationale 
Zahl sein wird. Aus den Gleichungen (97), (101) und (103) ergiebt sich somit 

(£3g)'<*-™=*- (10V) 
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Da nun y x und y 2 als Integrale von (78) auch Integrale von (95) sein müssen, so 
werden auch 

y% — ßyx = ni und y i — ay 1 = ri i 

Integrale der linearen Differentialgleichung (95) sein müssen und nach (107) in 
der Beziehung stehen 

n, = K.ni, (108) 

worin a eine rationale Zahl und K eine algebraische Function von x bedeutet.* 
Setzt man aber diesen Werth von % im (95) ein, so folgt, weil ^ ebenfalls (95) 
genügen muss, also 

n'i = K'Vi + 2aKYr \[ + o (a - l) K v r V - oKn'r 1 (A (x) vi + A (x) Vl ) 

*Wenn die Lösungen a und ß der Gleichung Au 2 + (B + G) u + D = einander gleich sind, so 
nimmt die Partialbruchzerlegung die Form an 

Au + B _ 1 B + Aa 1 



Au* + (B+C)u + D u — a • A (u— a) 2 

und somit . . , . B-j-Aa 1 . 

logfc — log2/!=log(M — a) _ , 



ß Q 

da aber u eine algebraische Function von x und y 1 sein soll, so muss B + 4a zz — - — zz also B zz O 

a 

sein, und somit — zz ~ — oder y 2 — ay L =:]c sein, d. h. es würde die Differentialgleichung zweiter 

Vi Vi 

Ordnung ein algebraisches Integral besitzen, das von Null verschieden ist, da y 2 zz ay t die Differential- 
gleichung erster Ordnung schon als eine homogene lineare definiren würde, für welche die Frage der 
algebraisch ausführbaren Quadraturen bereits oben erledigt worden. Da nun zwischen y ± und y 2 die 
algebraische Beziehung (97) stattfinden sollte, so müssten vermöge der Annahme y 2 — ay x =h auch 
y x und y 2 selbst algebraische Functionen von x sein und die Frage nach algebraisch ausdrückbaren 

Quadraturen fyxdx wäre dann durch den bekannten Abel 'sehen Satz erledigt. 

Wäre endlich A zz , so ergäbe sich 



log.*- io gVl =b / {b+ % u+d = j~ log («+ ^y 



(B+G)u + D~ B + G ° \ ' B + 

oder h 

V 

woi'aus der. Annahme gemäss sich — ^- als rationale Zahl ergeben muss, und somit 

h 
— = (2/ 2 + %i)a2/7\ 

Vi 
worin % eine rationale Zahl, h eine Oonstante bedeutet, oder endlich, wenn 

y 2 + h Vl zz n 2 , ?/! zz vi 

gesetzt wird, worin ii und v 2 Integrale der homogenen linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung 
sein werden, n 2 zz Kif x , 

worin <r eine rationale Zahl und K eine algebraische Function von x bedeutet ; dies wäre aber wieder 
die oben gefundene Beziehung (108), so dass die weiteren Schlüsse dieselben wie oben bleiben. 
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ist, die Beziehung 

oder yii = L7j 1 , (109) 

worin L eine algebraische Function von x bedeutet, und somit nach (108) 

vL=(oL + ^)v,) (HO) 

es genügen somit die beiden particulären Integrale ^ und v\ % zwei linearen homo- 
genen Differentialgleichungen erster Ordnung, und wir finden zunächst, 

dass, wenn die Quadratur eines Integrales einer homogenen linearen Differential- 
gleichung algebraisch durch dieses Integral ausdrückbar sein soll, die Differential- 
gleichung zwei Integrale besitzen muss, welche linearen homogenen Differentialgleich- 
ungen erster Ordnung Genüge leisten. 

Da nun der Voraussetzung gemäss für das Integral y 1 der Differentialgleichung 
erster Ordnung (78) die Beziehung 

fy 1 dx=F(x,y 1 ) (111) 

stattfinden sollte, daraus aber nach oben bewiesenen Sätzen für das Integral y % 
derselben Differentialgleichung 

fy 2 dx = F(x,y i ) (112) 

folgt, so ergiebt sich 

f(y,-ßy 1 )dx=F(x, y,)-ßF(x,j,J (113) 

oder vermöge der obigen Substitutionsgleichungen und der algebraischen Bezie- 

hung ( 108) /*<*»=*(*,*), (114) 

worin <£> eine algebraische Function bedeutet. Da aber v\ x ein Integral der 
linearen homogenen Differentialgleichung erster Ordnung 

r,' = L v (115) 

ist, so folgt aus dem oben für lineare Differentialgleichungen erster Ordnung 
entwickelten Satze als nothwendige und hinreichende Bedingung für die alge- 
braisch ausführbare Quadratur (114), dass 

fJ Läx dx=P 1 J Ldx (116) 
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ist, worin P x eine rationale Function von x bedeutet, oder dass die Gleichung 

t' + Lt = 1 

ein rationales Integral P x besitze, und die Gleichung (116) ist zugleich die 
Reductionsformel der Quadratur. Dasselbe gilt für %, welches ein Integral 
der homogenen linearen Differentialgleichung erster Ordnung 

rl = (cL + -gr) y, (117) 

ist, und wir erhalten die Bedingung 

e jy k> =Q x e JK &> oder J Ke J dx=.Q x .Ke J (118) 

worin Q 1 rational aus x zusammengesetzt ist. 

Damit aber ein Integral der homogenen linearen Differentialgleichung 
zweiter Ordnung 

tf' + !/fi(x)+Mz)y = (119) 

der Differentialgleichung (115) Genüge leiste, ist offenbar nothwendig und 
hinreichend, dass, weil 

ri" = Uiq -\- L % ri , vf = Lyj 
ist, L' + L*+f 1 (x)L+f(x) = Q (120) 

ist, oder dass die Differentialgleichung 

u' + u % + f [x) u +/ a (x) = (1 21) 

ein algebraisches Integral hat, und wir erhalten somit, wenn wir die gewonnenen 
Resultate zusammenfassen, den nachfolgenden Satz : 

Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, dass eine lineare 
homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung 

y"+fx(x)y'+A(x)y~o, («) 

zwischen deren beiden Fundamentalintegralen eine algebraische Beziehung stattfindet, 
die Eigenschaft besitzt, dass die Quadratur über eines ihrer Integrale algebraisch 
dmch eben dieses Integral ausdrückbar ist, sind die, dass die Differentialgleichung 
erster Ordnung u' + u % -\-f (x) u +/ 2 (x) = (ß) 

ein algebraisches Integral L besitzt, und dass die lineare Differentialgleichung erster 
Ordnung tf ■+■ Lt=zl (y) 
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durch eine rationale Function P y von x integrirbar ist; es lautet dann die Reduc- 
tionsformel der Quadratur für das Integral 

I Ldx 

y=e J 

der linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung 

, dx=P 1 / M " (5) 



fS 



Will man solche Fälle aufstellen, so braucht man nur für t irgend eine 
rationale Function zu wählen, aus (y) L zu berechnen, diesen Werth für u in 
(ß) einzusetzen und f (x) , f (x) so zu wählen, dass der Gleichung (ß) Genüge 
geschieht. 

Wenn jedoch zwischen den particulären Integralen der Differentialgleichung 
zweiter Ordnung keine algebraische Beziehung stattfindet, so genügte nach dem 
Obigen das Integral y x derselben, für welches die Reductionsformel 

fy 1 dx = F(x,y 1 ) (122) 

stattfinden sollte, einer linearen Differentialgleichung erster Ordnung 

y' = F 1 (x)y + F i (x), (123) 

und umgekehrt, damit dies stattfindet, muss wegen 

y" = Fi (x) y + Fi (x) + F x {x) [F (x) y + F % (aj)] 
= [F{ (x) + Ff (x)] y + Fl (x) + F x (x) F t (x) 
nach (a) 

\_F{{x) + F}{x) +Mx) F x (x) +A(x)-]y + F'(x) + F l (x)F 9 (x) +f 1 (x)F t (x) = 
sein oder, da y keine algebraische Function von x sein sollte, 

Fax) + F!(x)+f 1 (x)F 1 (x)+f 2 (x) = 0, 
Fi (x) + F 1 (x) F % (x) +/i (x) F % (x) = , 

und man erhält somit zunächst als nothwendige und hinreichende Bedingung 
dafür, dass ein Integral der linearen homogenen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung (a) ein Integral mit einer linearen Differentialgleichung erster Ordnung 
gemein hat, die, dass die beiden Differentialgleichungen 

t' + t*+f 1 (x)t+f(x)=0 
und u' + tu + fi (x) u = 
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algebraische Integrale besitzen, wobei das t der zweiten Differentialgleichung 
das algebraische Integral der ersten bedeutet. Dafür aber dass ein Integral der 
Gleichung (123) eine algebraisch ausführbare Quadratur besitzt, sind oben die 
nothwendigen und hinreichenden Bedingungen aufgestellt worden und wir 
erhalten somit den folgenden Satz : 

Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, dass eine Differential- 
gleichung y" -f y'f (x) + yf t (x) = 0, 

deren Fundamentalintegrale nicht in algebraischem Zusammenhange stehen, eine für 
ein Integral derselben algebraisch ausführbare Quadratur besitzt, sind zunächst die, 
dass die Differentialgleichungen 

< + *+fx(x)t+f t {x)=zO, 

u' + tu + /i (x) u — 

algebraische Integrale F x (x) und F 2 (x) besitzen, dass ferner der Differentialgleichung 

erster Ordnung 

v' + vF x (x) = 1 

ein rationales Integral P x angehört und die Quadratur 

fPiF 2 (x) dx = —P* 

eine rationale Function von x ist; sind diese Bedingungen erfüllt, so lautet die 
Reductionsformel der Quadratur 



j ydx = P x y + P 3 . 



Es ist endlich aus dem Obigen ersichtlich, dass die algebraischen Functionen 
F x (x) und jP 2 (x) rationale Functionen von x sein mussten. 

Nachdem wir an einzelnen Fällen linearer Differentialgleichungen gezeigt 
haben, wie die oben von algebraisch ausführbaren Quadraturen von Integralen 
algebraischer Differentialgleichungen bewiesenen läätze zur Ermittlung der 
nothwendigen und hinreichenden Bedingungen für diese Ausdrückbarkeit zu 
benutzen sind, wenden wir uns wieder zu den allgemeinen Untersuchungen 
zurück und werden die Quadratur 

J y x dx — A log z x , (124) 
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wenn y x ein Integral der Differentialgleichung (1) oder (2) ist, eine logarithmisch 

ausführbare nennen, wenn z x durch die Gleichung (4)' oder (5) definirt ist und A eine 

Constante bedeutet. 

Aus dem durch die Gleichung (9) dargestellten Ausdrucke für z{ folgt durch 

Zusammenstellung mit (124) oder 

z[ = z 1 y 1 (125) 

die Beziehung 

Pttf- X + iVsT" +•••• + (P,-i - Vi) *i + P, -i = , (126) 

welche, weil die Gleichung (5) als eine mit Adjungirung von x, y x , y % , . . . . und 
deren Ableitungen bis zur w ten Ordnung hin algebraisch irreductible voraus- 
gesetzt war, 

P =0 P 1 =0....P M _ l -y 1 = P M _!=0 

liefert, so dass sich für jede andere Lösung z a der Gleichung (5) 

*L = *4/i ( 127 ) 

ergiebt und daher 

Ä = 4- oder z a = c aZl (128) 

folgt. Da jedoch das Zusammenbestehen der aus (5) und (128) sich ergebenden 
Gleichungen 

*f+ M- X + M- 2 +.-..+ /,-!%+/,= 0, (129) 

<#* + crVisr 1 +cr a M- a + •••• + c«/,-a +/„ = o (130) 

wegen der Irreductibilität der Gleichung (5) aus 

crKc-O/iarM-cr' (d-DM -1 + • • • • +o„(cr 1 ~i)/,-A + (<-i)/, = o 

die nothwendigen Bedingungen ergiebt 

(c.- l)/i= 0, (c»- 1)/,= 0, .... (cT 1 - l)/,-i= 0, (cJJ- 1)/, = 0, 

so folgt, da nicht alle fi.fi, / M = sein können, dass c a eine 5 te Einheits- 
wurzel ist, also c£= 1 

sein wird, worin 1<5<^,* und man sieht zugleich, dass, weil /„ nicht ver- 



* Die Annahme <5 = 1 würde c a = 1 also z<x = Zj liefern, was für irreductible Gleichungen unmög- 
lich ist. 
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schwinden darf, da sonst die irreductible Gleichung (5) die Lösung Null hätte, 
c£= 1 also (i ein ganzes Multiplum von 8 sein muss, welches wir =%,.& setzen 
wollen, so dass alle /, deren Index nicht ein Multiplum von 8 ist, verschwinden 
müssen, und die Gleichung (129) die Form annimmt 



z?+M K - 1)s +Aszf-* )s + ..- 


. +/u=0; 


(131) 


setzt man nun z s 1 = t 1 , 




(132) 


so folgt aus (124) /*& = •£ log *, 




(133) 



worin t x eine Lösung der Gleichung 

t K + //- 1 + //- 2 + • . . . +/« = , (134) 

deren Grad /1<C^ ist. Auf die Zusammenstellung der Gleichungen (133) und 
(134) können wir genau dieselben Schlüsse anwenden, die wir für (124) und (5) 
gemacht haben, und da der Grad der den Logarithmanden definirenden Gleichung 
immer verkleinert wird, derselben also auch auf die Einheit gebracht werden 
kann, der Logarithmand dann also rational in den in Betracht kommenden 
Grössen ausdrückbar ist, so erhalten wir den folgenden Satz : 
Wenn die Quadratur P -. 

worin y l ein Integral einer algebraischen Differentialgleichung m ter Ordnung bedeutet, 
logarithmisch ausfuhrbar ist, so läset sich der Werth derselben stets als ein mit einer 
multiplicatorischen Gonstanten versehener Logarithmus darstellen, dessen Logarith- 
mand eine rationale Function von x, particulären Integralen der Differential- 
gleichung und deren Ableitungen bis einschliesslich zur m ten Ordnung hin ist, die 
sich wiederum in eine in den m tm Ableitungen der Integrale ganze Function n — l ten 
Grades für jede derselben umsetzen lässt, deren Ooejßcienten rationale Functionen von 
x, den Integralen der Differentialgleichung und deren Ableitungen bis zur tn — l ten 
Ordnung hin sind. 
Sei nun 

fyßx - A log F{x, y x ,y[,.... yt\ y», yi, • • • • yt\ ••••). (135) 

worin F den eben angegebenen Charakter hat, so liefert die Differentiation dieser 

Gleichung 

VxF{x, y x , y{, y[ m \ y t , y' % , yT\ ) 

= A( dF + dF - v i+ + -^-«r+» + — vi 
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da nun y[ m+1 \ y^ +1 \ • • • • rational durch die niedrigeren Ableitungen vermöge 
der Gleichung (1) ausdrückbar sind, so wird die Gleichung (136) nach dem oben 
bewiesenen allgemeinen Satze bestehen bleiben, wenn statt y x ein jedes nicht 
singulare Integral ^ der Differentialgleichung (35), das auch ein Integral von 
(1) ist, gesetzt wird, während y % , y 3 , . . . . durch passende Integrale y 3 , r j3 . . . . der 
Differentialgleichung (1) zu ersetzen sind, und es folgt somit 

r a F{x, rix, >?{, ....%, vi ) 

° der fvßx = A log F(x, m ,yi{ n T\ K , vi *?i m) , • • • •) 

und daraus der folgende Satz : 

Wenn die Quadratur eines Integrales einer algebraischen Differentialgleichung 
rn ier Ordnung logarithmisch ausführbar ist, so ist es auch die Quadratur eines jeden 
anderen Integrales eben dieser Differentialgleichung, welches ein beliebiges nicht singu- 
läres Integral der in Bezug auf den höchsten Differentialquotienten algebraisch irre- 
ductibeln Differentialgleichung niedrigster Ordnung ist, welcher jenes Integral Genüge 
leistet, und zwar in Form des mit derselben Constanten multiplicirten Logarithmus 
derselben ganzen Function der m Un Ableitungen von Integralen der gegebenen Differ- 
entialgleichung m Ur Ordnung mit Coejfßcienten, welche rationale Functionen der 
unabhängigen Variabeln, der vorkommenden Integrale und deren Ableitungen bis zur 
m — i«e» Ordnung hin sind, wobei diese Integrale passend zu wählen sind. 

Das Integral v\ x darf wiederum jedes nicht singulare Integral der Differential- 
gleichung (1) bedeuten, wenn diese letztere in Bezug auf die höchste Ableitung 
algebraisch irreductibel ist und die Basis der Quadratur y x nicht schon einer 
Differentialgleichung von niederer Ordnung als der m teD Genüge leistet. 

Ebenso ist wie oben für algebraisch ausführbare Quadraturen ersichtlich, 

dass, weil aus ß^ ==Ä \ogF(x,y 1 ,y{,.... jrf— ») 

durch Differentiation 

y 1 F(x,y 1 ,y{,....y{^) = A(^+^yl + .... + 5 ^ ) yi m -«+v) 

folgt, 

wenn y x das Integral einer Differentialgleichung m Ur Ordnung ist, welches nicht 
sdion einer Differentialgleichung niederer Ordnung Genüge leistet, eine logarithmisch 
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ausführbare Quadratur, welche nur das Basisintegral und dessen Ableitungen 
enthalten soll, nothwendig die m — l ie Ableitung der Basis einschliessen muss, 
und 

soll die Quadratur irgend einer transcendenten Function y 1 sich logarithmisch 
durch eben diese und deren Ableitungen ausdrücken lassen, so muss diese das Integral 
einer algebraischen Differentialgleichung sein, und soll der Logarithmand nur die 
Transcendente enthalten, so wird diese durch eine Differentialgleichung erster Ordnung 
deßnirt. 

Wir wollen, um eine Anwendung dieser Sätze zu machen, untersuchen, 
wann die Quadratur eines Integrales y x der linearen Differentialgleichung erster 

0rdnung y' = yA(x)+A(x) (137) 

logarithmisch ausführbar ist, also 

fy x dx = A log F(x, y x , y[) , (138) 

worin .Feine rationale Function bedeutet oder nach (137) 

J y x d x = A. log a (x, y x ), (139) 

worin a ebenfalls rational ist. Da nach dem Obigen jedes Integral von (137) in 
(139) eingesetzt werden darf, also 

f(yi + c/ /M )dx = Alog*(x, yi + J Mx)äx ) (140) 

wird, so folgt aus (139) und (140) 

A \ogo(x, y x + cJ M * )d *) — A log a(x, yi )=zcfe ffAx)dx dx (141) 

für willkührliche Werthe der Integrationsconstanten c. Differentiirt man diese 
Gleichung nach c, so ergiebt sich 

Ad\og«{x, y x +ce J ) _ -f A wtm Cf fx w<to ^ 

d {y l + ce jyM ) ~ J '^ K ' 

und somit die linke Seite von c also auch vom ganzen Argumente y x + C er /l{x)dx 
unabhängig und daher 

log o (x , y x ) = P x y x + P % (1 43) 

oder a(x, y 1 ) = e p *.e p M>, (144) 
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worin P 2 und P 2 nur von x abhängen ; da aber a (x, y x ) eine rationale Function 
von x und y x sein sollte, so muss P x = sein, was nicht möglich ist, da dann 
ö i x i Vi) v on 3/1 unabhängig wäre und die Beziehung 



J y x dx = A log £l (x) 



y x als rationale Function von x liefern würde, was ausgeschlossen war; wir finden 
daher 

dass die Quadratur eines transcendenten Integrales einer linearen Differential- 
gleichung erster Ordnung nie logarithmisch ausführbar sein kann. 

Ebenso kann man vermöge der obigen Untersuchungen leicht die Frage 
erörtern, ob die Quadratur eines Integrales y x einer linearen homogenen Differ- 
entialgleichung zweiter Ordnung 

y" + y'fi(x) + yA{x)^o (145) 

so logarithmisch ausführbar ist, dass der Logarithmand eine algebraische Func- 
tion von x und y 1 ist, also 

fy,dx= A log F(x, Vl ) (146) 

wird. Da nämlich aus (146) durch Differentiation 

'dF , dF 



yi 



F^y^A^ + ^yl) (147) 



sich ergiebt, also y x die Lösung einer algebraischen Differentialgleichung erster 
Ordnung sein wird, so muss nach den oben gemachten Durchführungen ent- 
weder y x selbst einer linearen Differentialgleichung erster Ordnung von der Form 

y'=yF 1 (x) + F 2 {x) (148) 

genügen, oder es wird, wenn zwischen y x und einem anderen Integral y% der 
Differentialgleichung erster Ordnung (147) eine algebraische Beziehung statt- 
findet, ein Integral 

y% — ßyi = yn ( 149 ) 

der Differentialgleichung (145) der linearen homogenen Differentialgleichung 
erster Ordnung 

Yl' = Lr! (150) 



Integralen transcendenter Functionen. 255 

genügen. Im ersteren Falle ist nach der eben durchgeführten Untersuchung 
die logarithmische Ausführbarkeit der Quadratur unmöglich, im zweiten Falle 
werden die am Anfange der Arbeit bewiesenen Sätze die Beziehungen 

J y x dx = A log F(x, y x ) J y % dx — A \ogF{x, y t ) (151) 

liefern, woraus 

f(lft - ßVi) dx = A\ log F(x ,y % ) — ß \ogF(x , Vl ) \ (152) 

folgt ; da aber vermöge der oben entwickelten Beziehung 

y» — ßyi = m, y% — <*<y\ = n%, v% = ^nl (153) 

sich y % und y x als algebraische Functionen von v\ x ergeben, so geht (152) in 

J Vx dx = A {log oo (x, r JX ) — ß log a x (x, y x )\ (154) 

über. Da aber die Differentiation dieser Gleichung mit Benutzung von (150) 
„ — a -f ttoote. >7i) , d(d (x, ri x ) \ AO [ da x {x, y x ) , dart x [x, Q \ 

m - A \ dx + dm L ^\--M^m)-Äßl dx + dm L nx \ 

liefert, und diese Beziehung, da y[ X nicht eine algebraische Function von x sein 
sollte, eine identische sein muss, so wird (154) für jedes Integral der Differ- 
entialgleichung (150) bestehen bleiben, und somit für willkührliche Werthe der 
Integrationsconstanten c 

cj n x dx = A { log ü (x , cyi x ) — ß \oga x (x, cyj x )\ (I 55 ) 

und aus (154) und (155) 

logö (x, c^) — ß\oga x (x, &! 1 ) = c{\ogct 9 (x, y; x ) — ß log a x (x , n x )\, (156) 

welche Gleichung eine in x, ri x und c identische sein muss. Differentiirt man 
nun (156) nach ij x und c, so ergiebt sich 

dloga^x, cyi x ) _ „ dlogo x (x, c^ x ) _ d loga (x, yj x ) _ „ dloga x (x, rq) 
dcvi x P dcr a dyj x ' " d^ x 

und 

d\oga (x, ciq x ) O dloga 1 (x, cgQ _ 1 , . 
dcj x ^ dcj x = — Qog ao (x,yi x )-ßlog ax (x, Vx )), 

woraus d(loga (x, yj—ßloga^x, q x )) _ dr^ 

log ö (x, n x ) — ß log a x (x, V] X ) ~ m 
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und daher 

log (o (x, rii) — ß log % (», »?!) = <J> (aj) . m (157) 

oder nach (154) f mf l x = A*(x). Vl , (158) 

worin <£> (aj) noch eine logarithmische Function von x wäre, und der Werth von 
4>(x) ergiebt sich aus (157), indem man 77 = 1 setzt und 

4>(a)=logo (a5, 1) — ß\oga 1 (x, 1) ( 159 ) 

J Yüdx = J. (log ö n (x, 1) — ß log % (x, 1)) y] x (160) 

erhält. Durch Differentiation dieser Gleichung würde aber mit Berücksichtigung 
der Gleichung (150) 

also A(loga (x, 1) — ß log a^x, '!)) = & (x) (161) 

sich ergeben, worin £l(x) eine algebraische Function bedeutet, und somit (160) in 

J ni dx = £2 (x) yi x (162) 

übergehen. Da nun vermöge 

V% — ßtfi — Vi Vi — «2/i = m 

sich 1 , x 

Vi = -^ZTß Wi ~~ W 

ergiebt, und somit aus (151) 

/V - %) <fe = Ä (et - ß) log F(x, |=&) 
folgt oder nach (108) und (162) 

y* % & = - ^ (a — ß) logF(x, K~'*ij) + £l(x)E- 'qj, (163) 

worin a eine rationale Zahl und K eine algebraische Function ist, ferner % die 
Lösung der linearen homogenen Differentialgleichung erster Ordnung (110) ist, 
so wäre zu untersuchen, wann die Quadratur des Integrales einer homogenen 
linearen Differentialgleichung erster Ordnung 

z' = a(x)z (164) 
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algebraisch-logarithmisch in der Form 

/ z x dx = B log 4> (x, 2 X ) + ^ (*) Zi) (165) 

ausdrückbar ist, wenn q> und i£ algebraische Functionen bedeuten. Beachtet 
man aber, dass nach den oben angegebenen Sätzen die Beziehung (165) erhalten 
bleiben muss, wenn statt 2j das allgemeine Integral cz x von (164) gesetzt wird, 

° c I z^dx = B log <?> (x, C2j) + 4 1 (». c«i) C 1 ^ 6 ) 

und aus (165) und (166) 

B log 4> (x, c%) + ^ (», c%) = c5 log 4> (x, %) + c^ (x, %) • ( 16 7) 

Da nun diese Beziehung für jedes c gelten muss, so wird also auch nach c 
differentiirt werden dürfen, und man erhält 



B 



dty{x, czj) 

wonach die rechte Seite also auch nach (165) der Werth der Quadratur selbst 
eine algebraische Function von x und z 1 wäre, wir finden somit, 

dass die Quadratur eines Integrales einer linearen homogenen Differential- 
gleichung erster Ordnung nie algebraisch-logarithmisch ausführbar sein kann, 

und dass somit also auch oben (163) in 

j y 1;> dx=z( x > %) ( 169 ) 

übergeht, wonach sich aus (162) und (169) 

J y idx ~ ^zrj 0? i— ^ dx = ^zra ( n ( x ) k—z( x > vz)) = p ( x > Vi) ( 17 °) 

ergiebt, worin P (x , y x ) eine algebraische Function von y x darstellt, also der 
Annahme (151) widerspricht. Wir erhalten somit den folgenden Satz: 

Die Quadratur eines transcendenten Integrales einer homogenen linearen Differ- 
entialgleichung zweiter Ordnung ist nie logarithmisch ausdrückbar. 

Nachdem ich, um die Verallgemeinerung der von Abel für Integrale alge- 
braischer Functionen aufgestellten Sätze für Quadraturen von Integralen 
algebraischer Differentialgleichungen zu entwickeln, die algebraisch und loga- 
rithmisch ausdrückbaren Quadraturen untersucht und die Anwendung der 



258 Koenigsberger : lieber die Beductkm von 

gefundenen Sätze auf bestimmte Probleme gezeigt habe, werde ich jetzt diese 
Frage ganz allgemein angreifen. 

Ich nenne eine Quadratur eines Integrales einer algebraischen Differential- 
gleichung im Abel 1 sehen Sinne ausführbar, wenn 

J y x dx=F[x, logv x , log « 2 , .... logv p , J V x ds, J V 2 ds, . . . .J VßsJ, (171) 

worin V x , V % , . . . . Y„ algebraische Functionen von s , und v x , v%, .... v p , s x , s%, .... s a 

algebraische Functionen von x und den Integralen y x , y % der algebraischen 

Differentialgleichung (1) oder (2) und deren Ableitungen bis zur m Un Ordnung hin 
sind, die auch algebraisch in F eintreten können, 

diese letzteren algebraischen Functionen wollen wir uns durch die Gleich- 
ungen definirt denken 

v K * +/u(x, 2/1, yi, y[ m \ y*, yi, . . . . yi m) , . . . .)^ a_1 

+ +/«..(*, 2/i, yi y*, yi, ) = o (172) 

und 

s"ß + <p lß (x, y x , y[,.... y[ m \ y % , yi . . . . yi m) , . . . O«*" -1 

+ • • • • + ^(ic, yi, y{, 3/2, yi, ) = o, (173) 

die mit Adjungirung der eingeschlossenen G-rössen als algebraisch irreductibel 
vorausgesetzt werden mögen, und eg kann endlich von den in (171) enthaltenen 
logarithmischen und Abel'schen Transcendenten angenommen werden, dass mit 
Adjungirung von y t , y%, . . . . und deren Ableitungen kein algebraischer Zusam- 
menhang zwischen ihnen stattfindet, weil im entgegengesetzten Falle mit Hülfe 
desselben die rechte Seite von (171) vereinfacht und in dieser neuen Form der 
Untersuchung zu Grunde gelegt werden könnte. 

Es wird die Frage aufgeworfen, unter welchen Bedingungen und in welcher 
Form die Quadratur einer algebraischen Differentialgleichung im AbeVsclwn Sinne 
ausführbar ist ? 

Die Differentiation der Gleichung (171) liefert 

dF , dF v[ , , 3F 

dj H \ds 



*=& + äbg^ ~vT + • • • • + rp— VM4+-... {174) 



worin sich v' a , .... s' ß , ... . vermöge der Gleichungen (172) und. (173) als ganze 
Functionen resp. des x a — 1, % ß — l ten Grades von v a , s ß ausdrücken lassen mit 
Coefficienten, die rational aus y 1: yi, . . . . y[ m) , y % , y' % , . . . . zusammengesetzt sind, 



Integralen transcendenter Functionen. 259 

und da (174) gegen die Voraussetzung einen algebraischen Zusammenhang 
zwischen den logarithmischen und Abel'schen Transcendenten liefern würde also 
in all' diesen Grössen identisch sein muss, so wird dieselbe auch befriedigt sein, 
wenn man 

log v a ,j ß V ß ds durch log v a + [i a ,J ß V ß ds + v ß 

ersetzt, und man sieht sogleich, dass man von (174) durch Integration unmit- 
telbar zu der Gleichung 

J y x dx—F(x x \ogv x +^ x , logv p +p p ,J V x ds+v x , J 'Vßs + v„J (175) 

übergehen kann, so dass, da die linken Seiten von (171) und (175) sich nur 
durch eine additive Oonstante unterscheiden können, für willkührliche Werthe 
von fi x , {i p , v x , v a 

F[x, log v x + (i x , log v p + [t p , J V x ds + v lf J °V„ds + v a J 

= F(x, log»!, . . .. log v p ,f\ds f'VJs^ + M (176) 

sein wird, worin M eine von den p und v abhängige Oonstante bedeutet. 

Da nun diese Gleichung wieder gegen die Voraussetzung eine in den. 
logarithmischen und Abel'schen Transcendenten algebraische Beziehung liefern 
würde, so muss dieselbe in all' diesen Grössen identisch sein und somit 

dF[x, log v x + (i lt . . . . log Vp + iiptj V x ds + v x , . . . .J ' Vßs + v a A 

9 (log v a + fi a ) 

dF(x, log»!, logVp.y V x ds, J °V„ds^ 

9 log v a 
und wegen der Willkührlichkeit der (i und v aus demselben Grunde 

F(x, log v x , logv p ,J V x ds, J "VßsJ = P log «„ + Q, 

worin P und Q im Allgemeinen noch von den anderen Transcendenten abhängen ; 
da aber nach (176) für 

fj i 1 = = [i a _ x = [i a + 1 = . . . . = {i 9 = v x = . . . . = v a — 

P(\ogv a + fi a )+ Q=Plogv a +Q + M 
34 
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oder P[i a = M 

folgt und M eine Constante ist, so wird P ebenfalls constant sein müssen, und da 
dieselben Schlüsse für alle in F enthaltenen Transcendenten gelten, so ergiebt sich 
der folgende Satz : 

Ist die Quadratur eines Integrales y 1 einer algebraischen Differentialgleichung 
m ter Ordnung im Abel'schen Sinne ausführbar, so ist dieselbe eine mit constanten 
Coejßcienten versehene lineare Function logarithmischer und AbeV scher Transcendenten 
von der Form 

fy 1 dx = u + A 1 log «J+.... +Ä p log v p + B^Vßs + ....+ B.f'Vße, (177) 

worin V lt V% V a algebraische Functionen von s, A x , . . . . A p , B lt . . . . B a 

Constanten, und u, v lt . . . . v p , s lt . . . . s ff algebraische Functionen von x und den 
Integralen y lt y % , . . . . der algebraischen Differentialgleichung und deren Ableitungen 
bis zur m Un Ordnung hin sind. 

Bevor wir nun zur weiteren Beduction der Form (177) übergehen, wollen 
wir einen im Princip schon von Abel aufgestellten Satz ein wenig verallgemeinern, 
den Beweis desselben aber speciell für unser Problem durchführen. 

Seien die algebraischen Functionen 

u, v a , s a von x,y x , yf"\ y % yf\ .... 

durch die mit Adjungirung eben dieser transcendenten Grössen irreductibeln 
Gleichungen definirt 

u" +/X- 1 +....+A = oA 

v*«+ «frX« -1 + + 4V a „ = 0,1 (178) 

S K « + ^la^«- 1 + + 4v\ = , j 

in denen /, $ , ^ rationale Functionen der angegebenen Grössen bedeuten, ferner, 
wenn wir die in den von s algebraisch abhängenden Functionen V 1 , . . . . Y a 

vorkommenden algebraischen Irrationalitäten mit a-y (s) o r (s) bezeichnen, 

so dass V a eine rationale Function von s und a a (s) darstellt, die a> a (s a ) definirende, 
ebenfalls mit Adjungirung der angegebenen Grössen irreductible Gleichung 

« p » (s) + xiff'- 1 (s) +....+ Z Pa « = , (179) 

worin die # wiederum rationale Functionen von x, y lt . . . . y^, y 2 , . . . . y'™\ .... 
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bedeuten, so bilde man mit constanten Coefficienten den in jenen Grossen linearen 
Ausdruck 

t 1 = au + b 1 Vi+ + Vp+ c i s i+ + c a s tT +d 1 (o 1 (s 1 ) + ■\-d a ß a (s„). (180) 

Wir wollen uns zunächst die mit Adjungirung der Grössen x, y 1 , . . . . y ( ™\ 
V%i • • • • y''^ algebraische irreductible Gleichung bilden, von welcher t x eine 
Lösung ist und haben zu dem Zwecke offenbar nur zwischen den für die verschied- 
enen Indices sich ergebenden Gleichungen (178), (179) und der Gleichung (180) 
die Grössen u, v a , s a , a a (s a ) zu eliminiren, und aus dieser Gleichung den mit 
Adjungirung von x, y x , . . . . yf, y 2 , . . . . y ( ™\ .... irreductibeln Theil abzusondern, 
welcher # x als Lösung enthält und durch 

< p + oi(», yi, ... • yT\ y t • • • • yT\ ■ • . ■)t p - 1 +. • • • 

+ a P (x,t fl ,.... y T\ y t yt\ ....) = o (181) 

dargestellt sein mag. Dass diese p Lösungen der Gleichung (181), von welcher 
eine t x ist, aus (179) erhalten werden, in dem man auf der rechten Seite für die 
u, v, s, a(s) eine andere Combination der Lösungen der Gleichungen (178) und 
(179) setzt, geht daraus hervor, dass die Lösungen der irreductibeln Gleich- 
ung (181) dadurch entstehen, dass man x solche geschlossene, nicht durch 
Yerzweigungspunkte gehende Umläufe machen lässt, dass die Coefficienten ihre 
Werthe wieder erlangen, und es ist klar, dass durch solche Umläufe Lösungen der 
Gleichungen (178) und (179) immer nur in Lösungen derselben Gleichung 
übergehen können, so dass den p Werthen von t gewisse Combinationen der 
Lösungen derjenigen Gleichung entsprechen werden, welche alle Lösungen der 
Gleichungen (177) und (178) zu Lösungen hat und die man erhält, wenn man die 
linken Seiten aller für dieselbe unbestimmte Variable genommenen Gleichungen 
(178) und (179) mit einander multiplicirt und welche die Form haben mag 

g* + J1G*, y u .... y{ m \ y t ,.... yt\ . . . .)£ M ~ l +.... 

+ F M (x, 2/1, ... • 2/i m) , y, yi m) , ....) = 0. 

Stellen wir nun für irgend welche andere Constanten den linearen Ausdruck 

T 1 =au + ß 1 v 1 +....+ß p v p + ri s 1 +....+yj„+&Msi) + >'>- + &o<»As<,) ( 182 ) 

auf und bezeichnen diep Lösungen der Gleichung (180) mit t lt t 2 , t p , die den- 
selben Combinationen der u, v, s, a (s) entsprechenden Werthe der rechten Seite 
von (182) mit T lt T % , T p , so ist 

'1 -"l T '2 -"2 T • • • • 1 tp lp, 
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wenn n eine positive ganze Zahl bedeutet, offenbar eine algebraische Function 
von x, y, . . . . y\ m) , y % , . . . . y { ™\ . . . . , welche für alle geschlossenen Wege der 
Variabein x, welche y lt . . . . y ( ™\ y % , . . . . y ( ™\ .... zu ihrem Werthe zurück- 
führen, stets unverändert bleibt, weil wenn t a in t ß übergeht auch T a in T ß 
übergeführt wird, es wird dieser Ausdruck somit eine rationale Function von 

»i 2/i> • • * • 2/i m) > V%i • • • • yi m \ • • • • sem > un< ^ somit, wenn n = 0, 1, 2 p — * 

gesetzt wird, sich 

T x +T 2 +....+ T, =/„ {x,y x ,....y{ m \y % y™ ), ") 

t x T x + t. 2 T, +.... + t p T, = f x (x, yi y[ m \y„....y™, ....).. 



(183) 



%- 1 T 1 + $- 1 T, + . . . . +%- 1 T p =f p _ 1 (x, y x y ( ?\yz,..-.yi m) ), 

ergeben, wenn/,,,/!, . . . . f p _ x rationale Functionen bedeuten. Wenn nun 

fp- 1 + Z^- 2 + L 2 P- 3 + + L p _ x = ij, (t) (184) 

gesetzt wird, und die Gleichungen (183) mit den noch unbestimmten Grössen 
L p -\, L p _ 2 , . . . . L x , 1 multiplicirt und addirt werden, so folgt 

Td(t 1 )+Td,(t > ) + . . . .+ WO = ^-i/o + i>- a /i+ • • • • +/,-i, (185) 
und wenn man 
L 1 = a 1 +t 1 , I % = a % + a x t x + t\, L p _i = Op-x -f a v -%h+ • . . • + tf- 1 , (186) 

setzt, so wird, wie aus (180) unmittelbar ersichtlich, 4"(0 f ur U> h ^-i ver " 

schwinden, und für diese Werthe der L die Gleichung (185) den Ausdruck 

rp Ip—l/o + Ip — zJ\ + • . • • ~r/p—l (-, ö7 \ 

h ~ tr 1 + LA-" +.... + l,^ (187) 

liefern, also T x als rationale, somit nach den Auseinandersetzungen am Anfange 
dieser Arbeit mit Hülfe von (180) als ganze Function p — l ten Grades von t x 

darstellbar, deren Coefficienten rational aus x, y x 2/i m) , y%, • • • • yi m) , .... 

zusammengesetzt sind. Stellt man also mit (180) 2cr + p der Gleichung (182) 
analoge Gleichungen zusammen, die sämmtlich mit constanten Coefficienten ver- 
sehene lineare homogene Functionen der u, v, s, af(s) sind, so werden deren linke 
Seiten, wie es mit T x in (18 2) der Fall war, sämmtlich ganze Functionen p — l ten 

Grades derselben Grösse t x sein, deren Coefficienten rational aus x, y x y[ m) , 

y % , .... y^ m) zusammengesetzt sind, und somit wird sich aus den 2a -\- p + 1 

in den u, v, s, « (s) Grössen linearen Gleichungen (180) und (182) jede dieser 
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Grössen als eine ganze Function p — l ten Grades von t x ausdrücken mit in den 
Grössen x, y lf . . . . y[ m \ y % , . . . . y^> rationalen Coefficienten. Mögen diese 
rationalen Functionen mit 

a{t),b(t),c(t), b(<) 

bezeichnet werden, so werden den p Lösungen der Gleichung (180) die p Combi- 
nationen der Lösungen der Einzelgleichungen des Systemes (177) entsprechen 
u = a fa) v s — i t (tj) s ä = c s fa) o s (s s ) = b, (^) , ' 

»>« = a &) «t», = h (t 2 ) ™ 8t = c, {t,) <% («,) = b a («,) , I (lg8) 

(p-»u = a (t p ) (»-»», = 6, («p) <*-»«, = c, fe) ^- 1 »6) S («,) = b, (* p ) , 

Benutzen wir nun den eben bewiesenen Satz von der rationalen Darstell- 
barkeit aller Functionen u, v, s, a(s) durch eine einzige durch die Gleichung 
(180) definirte algebraische Function, indem wir in der durch Differentiation 
der Gleichung (177) sich ergebenden Beziehung 



y 1 = u' + Ä 1 ^ + 
in welcher u' t v[ , . . . 



. + A p ~f- + B 1 V 1 {s l ) 8 [ + .... + B a V a {s a )sl, (189) 



«p» *i» 



s' a resp. durch u, v lt 



u p! °1> 



als 



ganze Functionen ausdrückbar sind und V a (s a ) eine rationale Function von s a 
und a a (s a ) ist, die durch das erste System von (188) gegebene Werthereihe durch 
h ausgedrückt einsetzen. Es geht dann (189) offenbar in eine ganze Function 
von tx über, deren Coefficienten rationale Functionen von x, 



y%, 



VI 



(m) 



2/i» 






. . . sind, und da die Gleichung (180) einerseits mit dieser die 
Lösung t x gemein hat, andererseits irreductibel ist, so wird jede Lösung von 
(180) auch (189) befriedigen oder es werden vermöge des Systemes (188) auch 
die Werthe (a) «, (a) v, ,a) s, (a) a(s) derselben genügen. Vermöge (177) werden 
also auch durch Uebergang zum Integral die Gleichungen bestehen 

fy 1 dx = u+A 1 log M- . . . +A 9 log v p +B 1 j*\ds-\- . . .+ B a J"' Vßs, 

m (i) 

J t/l dx = ^u+Ä 1 log<% +. . .+A f log?\+B J fY 1 d8+.. .+B a f' V„ds, 



Cijjdx = (p- % + A t log«*-" v L + 



(p-D 



U190) 



+ A 9 \og^-v Vp + B 1 f\ds 

Q>-1) 

+ .... + B„f'rjs, 
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wobei zu beachten, dass auch in den F-Grössen a (s) durch (<,> ö (s) zu ersetzen ist, 
und durch Addition, indem die linken Seiten der Gleichungen (190) sich nur 
um eine additive Constante unterscheiden können, und l0) u, w v, (0) s, (0) w (s) die 

ursprünglichen Grössen u, v, s, a(s) bedeuten sollen, 

(«) 

fy x dx - 2 (a) « + A x logn ( "V + + A„ log n ( *^ p + B$f\ds 

+ ....+ B£,f* Vßs, (191) 

wenn a die Werthe 0,1,2,....^ — 1 annimmt. 

Da nun zunächst 2 (a) w, ü^, .... II (a) « p vermöge der Gleichungen (188) 
rationale symmetrische Functionen der Lösungen t lt t % , . . . . t p der Gleichung 
(181) sind, so werden sich diese rational durch die Coefficienten derselben, also 
als rationale Functionen von x, y lt . . . . y { { l) , y 2 , . . . . y ( ™\ .... darstellen lassen; 
betrachten wir ferner eine der Summen der Abel'schen Integrale, die wir ausführ- 
licher in der Form schreiben wollen 

in (i)-D 

f S 'V e (s, o t (s))ds+f Se V € (», a .(a))ds + . . .. + f''V t (e, o e (s)ds, (S) 

so lässt sich diese bekanntlich nach dem Abel'schen Theorem von der Summe 
von Integralen algebraischer Functionen durch die Summe von n. gleichartigen 
Abel'schen Integralen und algebraisch-logarithmischen Functionen in der Form 

'V t (s,co e (s))ds + J 'V.( 8 ,o.(a))dB 

* 7. (« . o. («)) ds + T. + ZA,, log Tf (T) 

ausdrücken, worin A eß Constanten, n e das Geschlecht der algebraischen Irration- 
alität o e (s) bedeutet, T e und Tp rationale symmetrische Functionen der p 
oberen Integralgraenzen von (S) und der dazu gehörigen Irrationalitäten, also 
vermöge der Gleichungen (188) und (181) rational durch x, y x , . . . . y ( ™\ 
y%, . . .y^ . . . ausdrückbar sind, ferner % ( }\ . . . g, 1 "« 1 die Lösungen einer Gleichung 
7t* en Grades vorstellen, deren Coefficienten wiederum rational und symmetrisch 
durch die Integralgraenzen von (S) und die dazu gehörigen Irrationalitäten also 

auch rational durch x, y x y ( r\ y% y { ™\ • • • • ausdrückbar sind, und die 

somit die Form hat 

fr + a 1 (x, y lf .... yT\ y„ ■ ■ ■ ■ ?A m \ • • • ■)^' 1 

+ ....+Cl w (x,y 1 y[ m \ */„.... yt l \ ....) = 0, (192) 
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während die zu diesen Graenzen gehörigen Irrationalitäten, also die Werthe 

o. (£?% o.(£? , ),----a>.(£'- ) ) 

rationale Functionen der resp. Graenzen und der Grössen sc, y x , . . . . ?/i m) , 
2/2 » • • • • 2i4 m) > .... sind. Fasst man nun das für die rechte Seite der Gleichung 
(191) entwickelte zusammen, so ergiebt sich der folgende Satz : 

Ist die Quadratur eines Integrales y r einer algebraischen Differentialgleichung 
m ter Ortung { m Abel' sehen Sinne ausführbar, so ist dieselbe eine mit constanten 
Coefficienten verseJiene lineare Function logarithmischer und AbeVscher Transcen- 
denten von der Form 



f: 



yßx =11 + 81! logä?! + 2t r log 33 r 

+ ^ | p\ (s , o)! 00) ds + . . . . + p 1 % (s , o, \s) ds } 

+ '.'.'/.'.'.'.'.'.'.'.'.'.'.'.'.'.'.'.'.'.'.'.'.'.'.'.'.'.'.'.'.'.'. (193) 

+ 33, {P ( \ (* > o, («)) «& + ...-+ /^K (« , a„ («)) & | , 

«wn» Sil, .... 3I r , 33 x , . . . . 33, Constanten, U, 33 x , . . . . SS r rationale Functionen 

von sc , 2/ 2 , ?/i m) , y % , . . . . y^ m) , .... sine?, 7t. <ias efer algebraischen Function o € (s) 

zugehörige Geschlecht bedeutet, Q}\ %f\ .... ^^) $j e Lösungen einer algebraischen 
Gleichung 7tf en Grades vorstellen, deren Coefficienten wiederum rational durch 
&> '!/i> • • • • y?\ 2/3 > • • • .• 2/2"°! • • • • ausdrückbar sind, und für welche die zugehörigen 
Irrationalitäten mit Hülfe eben dieser Grössen durch die resp. Graenzen rational 
dargestellt werden können. 

Es ist nach den früheren Auseinandersetzungen wiederum klar, dass die 

rationalen Functionen von x, y x y[ m) , y % , . . . . yi™\ .... sich vermöge der 

Gleichung (1) oder (2) in ganze Functionen von y[ m \ y ( ™\ .... vom n — l ten 
Grade verwandeln lassen, deren Coefficienten rationale Functionen von x, den 
Integralen und deren Ableitungen bis zur m — l ten Ordnung hin sind. 

Da ferner die Differentiation der Gleichung (193) wiederum vermöge (1) 
oder (2) eine rationale Beziehung zwischen den Integralen und deren m ersten 
Ableitungen liefert, diese aber nach dem oben bewiesenen allgemeinen Hülf- 
satze erhalten bleibt bei der näher angegebenen passenden Substitution anderer 
Integrale, so ergiebt sich der Satz : 

Wenn die Quadratur eines Integrales einer, algebraischen Differentialgleichung 
m Ur Ordnung im ÄbeT sehen Sinne ausführbar also in der Form (193) darstellbar 
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ist, so ist es auch die Quadratur eines jeden anderen Integrales eben dieser Differen- 
tialgleichung, welches ein beliebiges nicht singuläres Integral der in Bezug auf den 
höchsten Differentialquotienten algebraisch irreductibeln Differentialgleichung nied- 
rigster Ordnung ist, welcher jenes Integral Genüge leistet, und zwar in genau der- 
selben Form, wenn die anderen in dem Ausdrucke vorkommenden Integrale derselben 
Differentialgleichung passend gewählt sind. 

Soll die Eeductionsformel der Quadratur auf der rechten Seite von (193) 
nur die Basis der Quadratur und nicht deren Ableitungen enthalten, so ergiebt 
sich durch Differentiation der Gleichung (193) unmittelbar, dass die Transcen- 
dente das Integral einer algebraischen Differentialgleichung erster Ordnung sein 
muss. 

Zunächst können wir nun eine Eigenschaft der einzelnen Integralsummen, 
welche die rechte Seite der Gleichung (193) bilden, entwickeln; fassen wir 
nämlich den Coefficienten von 33 e in's Auge, welcher sich in der Form 



V f^V. («,«(«))& 



i 



darstellt, und dessen Graenzen die Lösungen der Gleichung (192) sind, so folgt 
durch Differentiation dieser letzteren Gleichung 

d^=f(x, */,,.... y?\ y,,.... yT\ ^)dx, (194) 

worin /eine ganze Function n e — l ten Grades von £ e bedeutet, deren Coefficienten 

rational aus x, y lt yf\ y t yi m) zusammengesetzt sind, und wenn 

man nun diese Gleichung mit einer solchen rationalen Function von £f und 

multiplicirt, dass die linke Seite der so resultirenden Gleichung 

W(^\ 6> e (£i p) ))^£l p) 

' = tp(£w o. (#>))/(*. 2/i. • • • • y™ ?•»••■• yT\ • • • • a rt ) fa (195) 

ein Abel'sches Differential erster Ordnung wird, so folgt, wenn auf beiden Seiten 
die Summe nach o von 1 bis it, genommen wird, 



£/ 



>~ j'^W(s,o> e (s))ds 



=/H w (er> ' a <^> f{x ' yi yf ' *»••• ^ "--' mdx - (196) 
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Da aber die Summe unter dem Integrale der rechten Seite dieser Gleichung 
eine rationale symmetrische Function von £P, £f } , .... Q" e) ist, deren Coeffi- 
cienten rational aus x, y lt . . . . yf\ y % , . . . . y ( ™\ .... zusammengesetzt sind, 
sich also vermöge der Gleichung (192) als rationale Function der Grössen 

x,yi yt\y, yt' 

F{x,y x ,.... y r\y % yi m) ) 

darstellen lässt, so folgt 

^f^W(s, a e {s))ds=fF{x, y x , . . . . y[ m \ y t y^ )dx (197) 

i 

und wir erhalten daher den nachfolgenden Satz : 

Ist die Quadratur eines Integrales einer algebraiscJien Differentialgleichung rn ter 
Ordnung im Abel 1 sehen Sinne ausführbar, also in der Form (193) darstellbar, so 
wird für jede Art von Abel 1 sehen Integralen, die auf der rechten Seite von (193) 
vorkommen, die Summe eines jeden Systemes von Integralen erster Gattung, deren 
Anzahl durch die den Integralen zukommende charakteristische Zahl n e bestimmt wird, 
und deren Graenzen durch die Gleichung (192) definirt sind, gleich einem Integrale, 
dessen Basis eine rationale Function der Integrale y 1 , y % der gegebenen Differ- 
entialgleichung und deren Ableitungen bis zur m ten Ordnung hin ist, oder anders 
ausgedrückt, dann giebt es immer eine Quadfratur einer aus den Integrale7i und 
deren Ableitungen rational zusammengesetzten Function, welche gleich der Summe von 
7t e Integralen erster Gattung ist, die zu irgend einer in der Beductionsformel (193) 
vorkommenden Art von Abel 'sehen Integralen gehören. 

Setzt man 

F{x, y x yT\ y % yT y k yP) = z 

und differentiirt diese Gleichung k.m mal nach x, indem man die höheren Ablei- 
tungen der Integrale als die m te vermöge der Differentialgleichung (1) eliminirt, 
stellt diese km-\- 1 Gleichungen mit den k aus (1) hervorgehenden Gleichungen 

yp =f(x, y lt y{,.... yi—% yt' =/(*, y« yl • • • • ^ m - a) )> • • • • 
yr=f(x,y K ,y' K ,....yt l - 1) ) 

zusammen und eliminirt aus diesen k{m+ 1)+ 1 Gleichungen die k(m+ 1) 
Grössen 

yi, y[,-..- yT\ y>, yi yt\, ■ ■ ■ ■ y., yl, . • • • yi m) , 

35 
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so ergiebt sich für z die algebraische Differentialgleichung x.m teT Ordnung 

$(», z, z' z (Km) ) = 

und wir finden somit, dass 

die Summe der eben au/gestellten 7t e Integrale erster Gattung im Allgemeinen der 
Quadratur eines Integrales einer algebraischen Differentialgleichung hm ter Ordnung 
gleich sein toird, und somit wieder gleich der Quadratur einer algebraischen Differ- 
entialgleichung m Ur Ordnung, wenn in F, also auch in der im AbeVschen Sinne 
ausführbaren Quadratur die algebraischen Functionen der rechten Seite von (171) 
nur die Basis y 1 der Quadratur und deren Ableitungen enthalten. 

Bevor wir in der allgemeinen Untersuchung weitergehen, sollen zunächst 
einige Sätze über die zwischen Abel'schen Integralen stattfindenden Beziehungen 
oder über die Transformation Abel'scher Integrale entwickelt werden. 

Man nennt ein AbeVsches Integral 

/x 
ydx, 

worin y eine zum Geschlechte p gehörige algebraische Function von x ist, reducirbar, 
J ydx = F[x,J y\ds,j y\ds, . . . .J y p dsj (199) 



wenn 



p> 



ist, worin F eine algebraische Function der eingeschlossenen Grössen bedeutet 
V\i yz> • • • • V? algebraische Functionen von s vom Geschlechte p 1 , p 2 , . . . . p 
ferner u 1 , u 2 , . . . . u p algebraische Functionen von x und p 1( p 2 , . . . . p p <ip sind ; 
ist das Geschlecht einzelner algebraischer Irrationalitäten Null, so gehen die .zuge- 
hörigen Integrale in Logarithmen über. 

Aus dem oben allgemein bewiesenen Satze für die im Abel'schen Sinne 
reducirbaren Quadraturen von Integralen beliebiger algebraischer Differential- 
gleichungen wird sich somit der Satz ergeben : 

Ist ein AbeVsches Integral auf solche niederen Geschlechtes reducirbar, so ist 
dasselbe eine mit constanten Goefficienten versehene lineare Function logarithmischer 
Transcendenten und AbeVscher Integrale von der Form 



f. 



ydx — U + 3li logSj + + 3l r log» 



+ Siy 'V^s, o^ds + . . . . +J "V^s, ai {s))dsl 
+ 

+ *'{J F *( s ' M*))& + . . • • + J S< X0, M«))<fo], 
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worin 2^, . . . . 2l r , 33 1( . . . . 33 Constanten, U, SSi, .... 3S r rationah Functionen 
von x und y sind, % t das der algebraischen Function a e (s) zugehörige Geschlecht 
bedeutet, %p, %f\ .... £<*«> die Lösungen einer Gleichung 7t'/™ Grades vorstellen, deren 
Coefficienten wiederum rational durch x und y ausdrückbar sind, und für welche die 
zugehörigen Irrationalitäten mit Hülfe eben dieser Grössen durch die resp. Graenzen 
rational dargestellt werden können. 

Der eben ausgesprochene Satz wird sich, wie der Sinn der Herleitung des- 
selben ergiebt, auch so ausdrücken lassen : 

Jede zwischen Abel'schen Integralen mit algebraisch von einander abhängigen 
Graenzen existirende algebraische Beziehung ist eine mit constanten Coefficienten 
versehene lineare Relation von der Form (200). 

Aber es tritt nunmehr die wichtige Frage auf, ob nicht eine algebraische 
Beziehung zwischen Abel'schen Integralen noch, andere Functionen als Integrale 
algebraischer Functionen enthalten darf, wovon sich z. B. als ganz specieller Fall 
die Frage herleitem würde, ob nicht ein Abel'sches Integral mit Hülfe anderer 
Transcendenten ausführbar oder integrirbar sein könnte. 

Nehmen wir zunächst an, es bestünde eine Kelation der Form 

J ydx = F[x, Yi x , %, vir, J yßs , J y % ds, . . . J y p dsj, (201) 



p 



worin F eine algebraische Function der eingeschlossenen Grössen, y x y t 

algebraische Functionen von s, u lt u% u p algebraische Functionen von x 

und >7i, >7 S , . . . • Yi r transcendente Integrale der resp. algebraischen Differential- 
gleichungen erster Ordnung 

!=/.(»• ">.£ =/.('■•) i=Mv,*) (202) 

sind, und werde angenommen, dass nicht schon zwischen den Argumenten von 
F selbst eine algebraische Beziehung bestehe. 

Um die Möglichkeit der Existenz einer solchen Beziehung zu untersuchen, 
differentiire man (201) nach x und erhält 

dF , 3F dF 



dF dF 

nxH \y-Lh, -r • • • • -r /»» p 

dj y x ds dj y p ds 



+ „ /*»i _ \t/Vu, + •'•• + _ / ,M p _ ('t/php' (203) 
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da aber diese Relation eine algebraische Beziehung zwischen den Argumenten 
von F gegen die Voraussetzung liefern würde, so muss dieselbe in allen diesen 
Grössen identisch sein, und man wird daher in dieselbe z.B. statt ^ jede Grösse also 
auch das allgemeine Integral der ersten der Differentialgleichungen (202) setzen 
dürfen, welches wir mit I^ bezeichnen wollen ; da dann die Integration der so 
entstehenden Gleichung (203) 

j ydx + c = f(x, fii, %, fr, J yids, ...-./ £ds^ (204) 

liefert, so folgt durch Zusammenstellung von (201) und (204) 

F(x, #!,%,. . . . fr, J Vids, J yßsj 

= F(x, fr, fr , fr, J y\ds, J y a ds^ + c, (205) 

worin c eine Oonstante bedeutet. 

Nehmen wir nun an, dass die Differentialgleichung erster Ordnung 

£=Ml.*) (206) 

die Eigenschaft habe, dass das allgemeine Integral H x eine algebraische Function 
des particulären Integrales fr also 

H 1 = F 1 (x, fr,») (207) 

sei,* so ginge die Gleichung (205) in 

F(x, F 1 {x, fr, *), fr, fr, J y\ds J y a ds^ 

= f(x,Vi,v%, — fr, Jy\ds, — fyß*) + c ( 208 ) 

über und muss, da eine algebraische Beziehung zwischen 

y x ds, J y„ds 

ausgeschlossen war, eine in allen diesen Grössen identische sein, wobei c eine von 
der willkührlichen Grösse x abhängige Oonstante sein wird. 

* Wenn in der Gleichung (201) die rechte Seite nur eine algebraische Function von x und Vi wäre, 

also die Gleichung (205) 

F{x,H 1 )=F{x,n 1 ) + c 

lautete, so würde aus dieser Gleichung schon von selbst folgen, dass H x eine algebraische Function von 
>l 1 wäre. 



Integralen transcendenter Functionen. 271 

Differentiirt man nun die Gleichung (208) nach Vi und h, so ergiebt sich 

8F(x, F u %, . . . .) 3 Jj (*,%>*) _ dF{x, y lt ... .) 1 

3^i " 9% " " " tyi ~ ' ! (20 a\ 

und hieraus 

dF{x,-/] u fy, Vr,J y\dx, J ylds^ «^ — aj 1 ' ' 

cty ~ 1$ afifo, -^, ft) 

als eine wieder in allen bezeichneten Grössen identische Gleichung und daher 

F[x, Vi, Vr, J Vids, fyßs) = <p (x, Vi) + L, (210) 

worin (p eine algebraische Function sein muss und L die Grösse V\ nicht mehr 
enthält. Nehmen wir nun an, dass für alle Differentialgleichungen (202) das 
allgemeine Integral eine algebraische Function eines particulären Integrales 
der resp. Differentialgleichung ist, und bemerken, dass die Integrale 

Vaßs — £ a 

ebenfalls Integrale von Differentialgleichungen erster Ordnung von der Form 

§; = (yXX (2ii) 

sind, für welche der algebraische Zusammenhang zwischen dem allgemeinen und 
einem particulären Integrale 

£ = £. + * 

lautet, so folgt nach (210), dass die Form von .Flautet* 



* Setzt man nämlich in (203) statt y^s die Grösse yids + k, so erhält man 

\ydx = F(x,n 1 , ir, \y\ds + k, L£ 

und somit statt (205) die Beziehung 



F\X, Vi, Vr, 



ytds + k, . . . Ayadsj — F[x, ^ , . . . >u, y^s , .... \y a ds\ + c, 
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■**(». »?ii »?» 1„Jyid*> J £*) 

= fc (»» %) + ft (»> %) + + 4> r (», %) +A 1 fy\ds + + Arfl'ßs (21 2) 

oder nach (201) 

J ydx = $ 1 (x, Vi)+^(x, *ii)+...+$ r (x, y r )+AiJy 1 da+ . . . +A <r fy c da, (213) 

worin die <p algebraische Functionen und die A Constanten bedeuten. 
Setzt man nun 

**(s, y r ) = Zr (214) 

und transformirt mit Hülfe dieser Substitution die Differentialgleichung 

^r=MVr,x) (215) 

in die Differentialgleichung erster Ordnung 

^jf = «,(&,*), (216) 

für welche der dem angenommenen Zusammenhange 

H r =F r (x,y r ,7c) (217) 

vermöge (214) entsprechende algebraische Zusammenhang zwischen dem allge- 
meinen und einem particulären Integrale 

Ur = ^ r (x,^,k). (218) 

lauten möge, so wird die Beziehung (213) in 

fydx = g l + £ t +. . . . +S r + A 1 fy\d8+. . ..+A a fy\ds (219) 



woraus durch Differentiation nach 



yids und Je sich 



3F(x, Vi , . . . . ?,, U/jds+fc, 2/£ds) aFfse, Vi , : „. • . 5,, U'ids, p£ds j 

(U'ids + fc) e U'ids 

jffa?,!?!, . . . . %., \y\ds, 2/£ds)=: A 1 \y x ds+M 



de 
s(h/i<fe + fcj 3 12/ids 

also 



J»td 



folgt, worin Jf von j/^s unabhängig ist. 
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übergehen, und daher genau nach den früheren Schlüssen 

* p (jc, £ r , &) = £ r + c (220) 

und nach (218) H r = £ r + c; 

daraus folgt aber vermöge (216) 

Or(£r + C| *) = <*,(%„ *) 

und somit, weil c beliebig ist, 

ö r (i- r , as) = Q r (aj) I (221) 

worin £l r («) eine algebraische Function bedeutet und vermöge (216) 

%r = J &r (»0 dx 

ein Abel'sches Integral, also nach (214) % eine algebraische Function von x und 
einem Abel'schen Integrale ist, so dass (219) in 

J ydx = J fli (x) dx +....+ j £1,. (x)dx J tA 1 J y\ds+ .... +-4,rJ ^.^ (222) 

übergeht, die Relation also nur Abel'sche Integrale und zwar in linearer Form 
enthalten darf; selbstverständlich können die letzten Integrale auch in Abel'sche 
Integrale mit der oberen Graenze x umgesetzt werden. 

Wir erhalten somit den folgenden Satz : 

In eine algebraische Beziehung zwischen ÄbeVschen Integralen können nie andere 
Integrale von solchen algebraischen Differentialgleichungen erster Ordnung eintreten, 
deren allgemeines Integral von einem particulären Integrale algebraisch abhängt, 
oder anders ausgedrückt, 

Die algebraische Reduction eines ÄbeVschen Integrales ist nie durch Integrale 
von solchen algebraischen Differentialgleichungen erster Ordnung möglich, deren allge- 
meines Integral eine algebraische Function eines ihrer particulären Integrale ist. 

So würden also in eine solche Beziehung nie die Exponentialfunction, die 
elliptischen Functionen, kurz keine Function eintreten dürfen, die ein Additions- 
theorem besitzt ; denn hat rj = ^ («) ein Additionstheorem, so dass 

4>(x + y) = e>(4>(x),+(3/)), (223) 

ist, worin o eine algebraische Function bedeutet, so folgt durch Differentiation 
nach x und y 
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und es ist somit, indem man für y irgend einen constanten Werth gesetzt denkt, 
X=-^(x) das Integral einer algebraischen Differentialgleichung erster Ordnung 

£l&{x),4,'(x)) = X=f(X), (224) 

welche von der unabhängigen Variabein frei ist ; da aber hieraus unmittelbar 
folgt, dass auch 4 (x + c) ein Integral also das allgemeine Integral von (224) ist, 
und ausserdem nach dem Additionstheorem (223) 

4,(x + c) = a(^(x),4<(c)) (225) 

ist, so ist die Bedingung erfüllt, dass das allgemeine Integral eine algebraische 
Function eines particulären ist und- es kann somit keine solche Function in der 
Reductionsformel eines Abel'schen Integrales vorkommen. 

Wenn das Abel'sche Integral auf eine Reihe Abel'scher Integrale und ein 
Integral einer algebraischen Differentialgleichung erster Ordnung reducirbar 
wäre, also die Gleichung (201) die Form hätte 

J ydx — F[x, m, J y\ds, j yldsj , (226) 

so würden nach den früheren Auseinandersetzungen die Abel'schen Integrale 
der rechten Seite in linearer Form mit constanten CoefScienten vorkommen 
müssen, und da dann die Gleichung (226) die Gestalt annähmd 



/ 



Ydx=<p(x, r h ), (227) 



indem die additiv verbundenen Abel'schen Integrale in eins zusammengefasst 
sind, so würde durch Differentiation sich wieder 



*=£+£/(*-) 



ergeben, und da ft keine algebraische Function sein soll, also diese Gleichung 
eine identische sein muss, wieder durch Integration, wenn H x das allgemeine 
Integral der Differentialgleichung erster Ordnung bezeichnet, 

$(«> H)) = q>(x, 5?i) + c 

also das allgemeine Integral eine algebraische Function eines particulären Inte- 
grales sein müssen, welcher Fall für die Existenz der Gleichung (227) 'als unstatt- 
haft erwiesen war ; es folgt somit, 
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dass zwischen AbeVschen Integralen und einem Integrale einer algebraischen 
Differentialgleichung erster Ordnung ein algebraischer Zusammenhang nicht statt- 
finden kann. 

Betrachten wir endlich den allgemeinen Fall der Beziehung (201), worin 
%,.... % Integrale von algebraischen Differentialgleichungen erster Ordnung 
sein sollen, so musste die Gleichung (203) eine identische sein und somit durch 

yßs + a, statt / yßs, wenn % eine willkührliche Constante 
bedeutet, durch Integration und Zusammenstellung mit (201) sich 

F (x, Vi, Vr,J y\ds, J yßs + %, J yßsj 

= F(x, Vi, %, fy\ds, fyßs, J y a ds^ + c (228) 

ergeben, welche wieder der gemachten Annahme gemäss eine identische sein 
muss, woraus nach wiederholt dagewesenen Schlüssen 

F(x, Vi, V r , fy\ds, J ijadsj 

= o(x,Vi, Vr) + Afy\ds + + Afyßs (229) 

folgt, wenn o eine algebraische Function und A x , . . . . A a Constanten bedeuten. 
Da nun aus (201) 

fydx = q(x,Vi, %) + Aijthßs + + A.J yßs (230) 

sich ergiebt, ausserdem die Abel'schen Integrale in ein solches 

J(y—A(yi)uui— ■ ■ '— Ä *(y<r)»X) dx=j Ydx 

zusammengefasst werden können, so müsste 

J*Ydx=u(x, Vi, Vr) (231) 

sein ; da aber durch Differentiation 

r= £ + £*(*. •) + •••• + £*(*.») 

folgt und diese Gleichung wieder eine identische sein muss also auch bestehen 

bleibt, wenn n x , . . . . ri r durch die allgemeinen Integrale H lt H % H r ihrer 

36 
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resp. Differentialgleichungen ersetzt werden, so wird wieder durch Integration 
und Vergleichung mit (231) 

a(x, H x , Hz, . . . . H r ) = a(x, yi x , ri % , . . . . ri r ) + c (232) 

° der fYdx + c = a(x, H u H 2 , H r ) (233) 

folgen; lassen wir nun y\ % , . . . . y; r unverändert, so dass aus (233) 

Ydx -\- Je = ö (x , H x , v\ % , . . . . y; r ) (234) 

folgt, so würde sich nach (231) und (234) H x und rj x durch dieselben Functionen 

r[ % , .... Yi r , I Ydx algebraisch in derselben Weise ausdrücken lassen, also alle 
Integrale der Differentialgleichung 

^=/i(»7i, *) 

durch denselben algebraischen Ausdruck derselben Functionen dargestellt sein, 

wenn nur die additive Constante bei / Ydx entsprechend geändert wird ; dies 

kann aber im Allgemeinen für Differentialgleichungen erster Ordnung nicht 
stattfinden, deren Integrale verschiedene selbständige Transcendente darstellen, 
wenn nicht ihr allgemeines Integral eine algebraische Function von particulären 
Integralen ist. Es ergiebt sich somit der Satz : 

Zioischen ÄbeVschen Integralen und Integralen von algebraischen Differential- 
gleichwigen erster Ordnung kann nie ein algebraischer Zusammenhang stattfinden. 

Es braucht kaum hervorgehoben zu werden, dass die angewandten Betrach- 
tungen, auch wenn die y] nicht algebraischen Differentialgleichungen erster Ord- 
nung angehören, häufig zu einfachen Resultaten führen. Sei z. B. die Reduction 
eines Abel'schen Integrales auf andere solche Integrale und auf das Integral und 
dessen Ableitungen irgend einer algebraischen Differentialgleichung beliebiger 

Ordnung >? (m) =/{x, n ,vf, *7< m - ]) ) (235) 

zu untersuchen, und werde diese Reductionsformel dargestellt durch 

fydx — F(x, m , n[, V [ m ~ l \ fyids, /J>), (236) 

so darf zunächst angenommen werden, dass zwischen den Argumenten der alge- 
braischen Function F ein algebraischer Zusammenhang nicht stattfindet, weil 
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man sonst die entsprechende Anzahl Abel'scher Integrale aus der rechten Seite 
von (236) herausschaffen und die so transformirte Reductionsformel der weiteren 
Untersuchung zu Grunde legen würde. Da nun die Differentiation von (236) 
mit Benutzung von (235) die Beziehung 
dF dF dF 

y = ~di + Wi vi + • • • • + d^ /ix ' *» ^ M-1)) 

dF dF , » , 

+ /.,, {yi)uA + — + /.»„ \yX a < 

oj y x ds dj yßs 

liefert und diese der gemachten Annahme gemäss identisch sein muss, so wird, 
wenn H x irgend ein anderes Integral von (235) bedeutet und k 1} Jc % , . . . . Jc a , c 
Constanten sind, 

fydx + c = F(x, H x , H{, .... JBJ— « fy\ds + \, . . . .fyß* + K (237) 

sein, woraus zunächst wieder nach wiederholt dagewesenen Schlüssen 

fydx + 0= A x f*y x ds +A,fy 2 ßs + . . +A r fyßs+ a (x, H x , H[, . . fl|— ») (238) 

° der fYdx + C=a(x, H x , H[,.... J2[— «) (239) 

folgt. Da nun f Ydx + C - a{x>m ^ { ^- 1)} (240) 

ist, so wird durch Zusammenstellung mit (239) 

o(x, H x , ü/, .... JSJ— «) = 0(3, »7X, >7i M m - 1} ) + iT, (241) 

worin iT eine Constante bedeutet; machen wir nun für die Differentialgleichung 
m tei Ordnung (235) die Annahme, dass das Integral rix nicht schon einer alge- 
braischen Differentialgleichung niederer Ordnung als der m ten genogt, und dass 
dieselbe ferner die Eigenschaft hat, dass auch pü, worin p ein willkührlicher 
constanter Multiplicator ist, ein. Integral von (235) ist, so wird die aus (241) 
entspringende Relation 

o (a;, (im, faii rf- 1 ») = (as, m, ni ■ _• • • M m_1) ) + K x (242) 

eine in allen Grössen identische sein müssen. Differentiirt man dieselbe nach 
>7i, >7i M m_1) und ,u, so folgt 

da(x, l aii,--'li*![ m -' ) _ dajx,^...^-^) da (x, fi m , . . . rf~ 1} ) 

-~ a,i-» — '- m x % + ••• + a K -» *i '-- ^- 
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und hieraus die Gleichung 

171 ^ +Vi am + •••• 

die wiederum in ^ >?{, . . . . ^ m-1) identisch sein muss. Diese partielle Differ- 
entialgleichung führt auf das System totaler Differentialgleichungen 

*7i — M — - ^i" 1 " 1 ' _ <fo 

m ~ vi vT~ X) ~„asi ' 

woraus 

>?{ vi' _ <-«_ a^ M • 

^^^i+K^' ^'••••'^r; (243) 

folgt. Da aber a eine algebraische Function von rix, vi *A m-1) sein soll, so 

muss -^ = sein und somit die Gleichung (240) in 

/Hb +« = ♦(., -!£,j£ 5C=Ü) (244) 

übergehen, eine Reductionsformel, wie sie z. B. stets für ein Integral ^ einer 
linearen homogenen irreductibeln Differentialgleichung stattfinden müsste. Aus 
(244) kann man z. B. schliessen, dass zwischen Abel 'sehen Integralen und der Func- 
tion V = e e \ (245) 
welche der Differentialgleichung 

rm" — V n — rm'=0 (.246) 

genügt, eine algebraische Beziehung nie stattfinden Itann ; denn da einerseits e e nicht 
schon einer algebraischen Differentialgleichung erster Ordnung genügt, anderer- 
seits auch [L(f ein Integral der Differentialgleichung (246) ist, so würde die etwa 
bestehende Reductionsformel nach (244) lauten müssen 

jYd.x+ 1 = q>(x, O 

und dies ist nach dem Früheren unmöglich, da Bxponentialgrössen nicht in eine 
algebraische Beziehung zwischen Abel'schen Integralen eintreten können, und 
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ähnliche Resultate kann man für die aus anderen Functionen, welche algebraische 
Additionstheoreme haben, iterirten Transcendenten herleiten. 

Nach Ausführung dieser Untersuchungen für Abel'sche Integrale wird auch 
der Weg vorgezeichnet sein, auf dem man bei der Untersuchung der Quadra- 
turen von Integralen algebraischer Differentialgleichungen fortzuschreiten hat, 
wenn man nicht bloss wie oben in Gleichung (171) eine Reduction auf Abel'sche 
Integrale, deren Graenzen algebraisch aus der Basis der Quadratur und deren 
Ableitungen sowie anderer Integrale derselben Differentialgleichung und deren 
Ableitungen, voraussetzt, sondern analog der oben für Abel'sche Integrale 
definirten Reduction auch in diesem allgemeinen Falle die Reduction folgender- 
massen definirt. 

Wenn y x ein Integral einer algebraischen Differentialgleichiong rn ter Ordnung 

y™" + F 1 (as, y, y>, . . . y (M - 1) ) i^~ l + . . . + F n {x, y,y',... y^) = (247) 
ist, worin F x , . . . . F n rationale Functionen bedeuten und welche in Bezug auf den 
höchsten Differentialquotienten y [m) mit Adjungirung von x, y, y 1 , . . . . y {m ~ 1) als 
irreductibel im algebraischen Sinne vorausgesetzt wird, so soll, wenn y x ein Integral 
dieser Differentialgleichung bedeutet, welches nicht schon einer algebraischen Differ- 
entialgleichung von niederer Ordnung als der m ten Genüge leistet* die Quadratur 
dieses Integrales reductibel genannt werden, wenn 

j*y x dx =F(x ,y x ,y[,.. y{ m) , y % , y{ , . . yf\ . . rix (%), n[ («0, • • »7» (O , ni K), • • ) ( 248 ) 

ist, worin F eine algebraische Function, 3/1,2/2,.... Integrale der Differential- 
gleichung (247), «!, u 2 , . . . . algebraische Functionen von y x , y[, . . . . y % , y' % , . . . . 

* Es ist leicht einzusehen, dass y t nicht schon einer algebraischen Differentialgleichung TO ter Ordnung 
und niedrigeren Grades als vom w ten genügen kann ; denn wäre dies der Fall und diese Differential- 
gleichung 

y {m)V +fx (*, y, y', .... 2/( m ~ 1) ) y^ )V ~ 1 + . . . .+/»(*,»,»', .... »f— ») = o, (<*) 

so verfahre man zwischen den in yi m ) ganzen Polynomen des n iea und vten. Grades (247) und (a) nach der 
Methode der Aufsuchung des grössten gemeinschaftlichen Theilers, dann ist klar, dass der jedesmalige 
Best, wenn y t statt y gesetzt wird, verschwinden muss, da Dividendus und Divisor für y—yi zu Null 
werden, und die Division darf keinen den beiden Polynomen (247) und (<x) gemeinsamen Theiler erge- 
ben, da (247) in y( m ) als irreductibel in algebraischem Sinne vorausgesetzt wurde, somit bleibt also ein 
Rest, welcher eine rationale Function von x, y, y\ . . . . y(™—V ist" und aus den angegebenen Gründen 
für 2/ = 2/i verschwinden muss. Da aber y t der Annahme nach keiner algebraischen Differential- 
gleichung von niederer Ordnung als der m ten Genüge leisten sollte, so ist der Widerspruch nur so zu 
lösen, dass «/j nicht einer Gleichung der Form (a) von der m*e n Ordnung und niedrigeren Grades als 
dem n ten genügen kann. Nimmt man umgekehrt an, dass y-± nicht einer algebraischen Differential- 
gleichung m ler Ordnung und niederen Grades als dem n'en genügen darf, so folgt die algebraische 
Irreductibilität der Gleichung (247) in Bezug auf y( m ) von selbst, da eine Zerlegung auch eine solche 
für y t nach sich ziehen würde. 
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und endlich yi x , ri % , . . . . Integrale algebraischer Differentialgleichungen von niedrigerer 
Ordnung als der rn ten oder von der rn ten Ordnung aber niedrigeren Grades als dem 
n ten bedeuten. 

Um zu zeigen, in welcher "Weise die oben hergeleiteten Sätze für die Unter- 
suchung solcher reducirbarer Quadraturen von Integralen algebraischer Differ- 
entialgleichungen benutzt werden können, wollen wir unter der Annahme, dass 
y x ein Integral der Differentialgleichung (247) ist, die Reductionsformel 

fy x dx =F(x,y x ,yi,... y[ m) , y % , yi , . . . y^\ . . . m (%) , ni (tfi), • • • »tf fa)) = h. (249) 

untersuchen, in welcher m{u\) ein Integral der algebraischen Differential- 
gleichung 

n M " + <p x {u x , n,n' n {,i - 1) )n {,L)V ~ l + . . . • + *,(«i, »7, »/ ^- X) ) = o (250) 

ist, worin n<iin, und u x die Lösung der algebraischen Gleichung 

u K +^ x (x, 2/1, y[,...y%, yi,--.) tf- 1 +...+4> k (x, y x , yi,--.y 2 , yi,...) — 0, (251), 

welche als eine mit Adjungirung von y x , y % , . . . . und deren Ableitungen irre- 
ductible vorausgesetzt werden darf. 

Sei z x oder die P-function durch die algebraische Gleichung definirt 

s* + a (as, y x , y{, y it yi, %, m (u x ), ni (u x ), ) z"- 1 -f 

+ o*(«, t/i, yi, — y%,yi,----, «i» mfa), vi(ih), - - - -) = ° ( 252 ) 

worin %,.... o k rationale Functionen der eingeschlossenen Grössen bedeuten, 
und welche mit Adjungirung eben dieser Grössen irreductibel angenommen 
werden darf, so ergiebt sich nach am Anfange dieser Untersuchung ausgeführten 
Rechnungen, da 

und u{ nach Gleichung (251) sich als ganze Function h — l ten Grades von u x 

ergeben, 

z' = P^- 1 + P x z h ~* + .... + P k _ x , (253) 

worin P , P x , . . . . P h - X rationale Functionen von 

x, y x , yi y{ m \ y tt yi, yi m) %, m«), vi«), nP W 

bedeuten. Da aber nach (249) z x = y x ist, so geht (253) in 

Po^- 1 + P£~ % +-... + P*_* + (P,-i ~yi) = (254) 
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über und muss somit, da die Irreductibilität der Gleichung (252) angenommen 
war, eine identische sein. Daher wird auch jede Lösung der Gleichung (252) der 
Gleichung (254) genügen und sich daher für jede andere Lösung z 2 ebenfalls 

4 = *°der fy x dx = z % 

ergeben, so dass z % = g x + c 

sein muss ; da aber dies, wie oben nachgewiesen worden, für eine irreductible 
algebraische Gleichung nicht statthaben kann, so muss (252) vom ersten Grade 
also Zi eine rationale Function von 

«> tfi, y{, — y%,y%, — «n vi(*h), «7i(«0, 

sein, und wir erhalten den Satz : 

Ist die Quadratur eines Integrales einer algebraischen Differentialgleichung mit 
Hülfe der Integrale dieser Differentialgleichung und deren Ableitungen in algebraischer 
Form reducirbar auf das Integral einer algebraischen Differentialgleichung niederer 
Ordnung und dessen Ableitungen für ein Argument, das wieder algebraisch aus den 
Integralen der gegebenen Differentialgleichung und deren Ableitungen zusammengesetzt 
ist, so ist diese Beduction stets mit Adjungirwng dieses letzten Elementes selbst in 
rationaler Form darstellbar, 'und dasselbe gilt offenbar, wenn in die Beductionsformel 
mehrere Integrale von algebraischen Differentialgleichungen niederer Ordnung, deren 
Argumente wiederum in der angegebenen Weise zusammengesetzt sind, eintreten. 

Sei nun die rationale Reductionsformel 

J % y 1 dx=Q.(x, y u y{, . ..yf\ y % ,y' % ,... yf\ ...u lf m (O, *?{(«i). • • • fi^Oi)). ( 25 '5) 
so liefert das Differential dieser Gleichung 

an, an an öd. , , an , . 

in welcher vermöge der Differentialgleichungen (247) und (250) 

y { { +1 \yt +1 \----nt +l) (u 1 ) 

rational durch die niederen Ableitungen ausgedrückt ersetzt werden können. 

Da in der Differentialgleichung (250) u x eine durch die Gleichung (251) 
definirte algebraische Function von x, y x , y % , . . . . und deren Ableitungen ist, 
so kann man derselben die oben bezeichneten Grössen adjungiren, un des mag 
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die in Bezug auf den höchsten Differentialquotienten mit Adjungirung der 

Grössen x, y lt yi yf*, y % , yi yf\ .... und u x algebraisch irreductible 

Differentialgleichung niedrigster Ordnung, welche das Integral y\ x (%) besitzt, 

«?W"'+ &i(x, u x , y x , yi,...y 2 , yi, . . . ,»?W, V(%), - •• y^W)n (O w<r_1 

+ . . . + a a (x, ui, y lt y{, ...y % , yi, . . . .>?«), >?'(%), . . . V p-1| (O) = (257) 

sein. Da nun in der Gleichung (256) u{ vermöge (251) als ganze Function von 
«! dargestellt werden kann, so kann man diese Gleichung kurz in der Form 
schreiben 

&i(x, «i, yi, yi,---- y*, yi,---n («0, VO)> • • • V°(«0) = o, (258) 

worin ilx eine ganze Function bedeutet und welcher ^ (w x ) Genüge leistet. Nach 
der für die Differentialgleichung (257) gemachten Annahme folgt aber aus den 
am Anfange der Arbeit durchgeführten Untersuchungen, dass jedes nicht singu- 
lare Integral der Gleichung (257) auch (258) genügt, also auch (256) und somit 
durch Integration auch (255) befriedigt, dass also, wenn %(wi) irgend ein nicht 
singuläres Integral von (257) bedeutet, 

f yi dx=£l(x, y u y[, . . . y?\ y t , yi, . . . yf\ ...u,, %(%), nl( Ul ), . . . ^>(%)) (259) 

sein wird oder endlich durch Zusammenstellung mit (255) 

£L(x, y x , y[, . . . yT\ V*, yi, - - - yT\ ...«!,% (%), vi (»*), • • • vi ß) («0) 
= ß(aj, y u yi,.-- yf\ y» yi,... yt\ - - - «i, %(%), nifa), - - - vV (%))+ G, (260) 

worin eine Constante bedeutet. Diese Gleichung entspricht allgemein der 
oben für Differentialgleichungen erster Ordnung zu Grunde gelegten Functional- 
gleichung (208) u. f. und es ist vermöge der Eigenschaften der Differential- 
gleichung (257) sowohl die Möglichkeit als auch die Form der Gleichung (260) 
also der Function II, welche die Beduction des Abel'schen Integrales liefert- 
festzustellen. 

Es ist bekannt, dass aus den von Abel aufgestellten Sätzen über die rationale 
Zurückführung von Integralen algebraischer Functionen auf algebraisch-logarith- 
mische Functionen es gelungen ist, die nothwendigen und hinreichenden Beding- 
ungen für die Möglichkeit einer solchen Zurückführung aufzustellen ; wie sich 
die analogen Untersuchungen für Integrale transcendenter Functionen gestalten, 
soll den Gegenstand einer späteren Arbeit bilden. 
Heidelberg den S3ten April 1888. 



